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内 容 提要 


量子 力学 创始 人 之 一 犹 拉 克 的 符号 法 是 学 习 研究 量子 论 的 人 所 必须 习惯 的 “语言 ”， 
它 对 物理 本 质 的 深刻 反映 在 某 种 程度 上 超越 了 时 代 , 其 内 涵 与 美 仍然 需要 进一步 的 认 知 。 
正如 狄 拉克 本 人 所 言 :符号 法 …… 在 将 来 当 它 变 得 更 为 人 们 所 了 解 ,而 且 它 本 身 的 特殊 
数学 得 到 发 展 时 , 它 将 更 多 地 被 人 们 所 采用 。? 本 书 提出 有 序 算 符 内 的 积分 (TWOP) 技 术 ， 
实现 了 将 牛顿 - 莱 布 尼 茨 积分 直接 用 于 由 狄 拉克 符号 组 成 的 算 符 以 达到 发 展 量子 论 之 数 
理 基础 的 目的 ,进一步 揭示 了 狄 拉克 符号 法 的 科学 美 ,开拓 了 连续 变量 纠缠 态 表象 在 多 个 
物理 领域 的 新 应 用 ,为 量子 力学 开辟 了 一 个 肠 新 的 研究 方向 。 本 书 运 用 符号 法 ,结合 
IWOP 新 技术 和 新 表象 ,提出 并 阐述 了 很 多 新 的 有 意义 的 物理 课题 。 

本 书 可 供 高 等 院 校 物理 学 科 的 本 科 生 和 相关 专业 的 研究 生 阅 读 与 学 习 , 也 可 供 从 事 
基础 物理 理论 研究 和 应 用 的 科研 人 员 参 考 与 借鉴 ,能 极 大 地 提高 他 们 对 量子 理论 的 鉴赏 
能 力 和 科研 能 力 。 
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1926 年 ,Dirac( 狄 拉克 ) 发 表 了 “关于 量子 力学 理论 ”的 论文 。 
不 久 , 爱 因 斯 坦 就 写 信 给 荷兰 物理 学 家 埃 伦 费 斯 特 , 信 中 说 :“ 我 对 
Dirac 感到 很 头疼 ,就 像 走 在 令 人 眩晕 的 小 径 上 ,在 这 种 天 才 与 疯 
狂 之 间 保 持平 衡 是 很 可 怕 的 ”于 是 , 埃 伦 费 斯 特 就 写 信 给 Dirac, 
说 ,“ 由 于 爱 因 斯 坦 非常 希望 理解 您 的 论文 ,我 们 一 干 就 是 几 个 小 
时 试图 理解 它 …… 我 们 要 花 很 长 时 间 才 能 理解 你 论著 里 的 几 页 ! 
而 且 很 多 要 点 对 我 来 说 仍然 像 在 漆黑 的 夜晚 里 无 法 看 清 。” 大 约 在 
同一 时 期 , 醉 定 证 在 给 玻 尔 的 信 中 这 样 写 道 :“Dirac 有 一 种 完全 独 
创 性 、 独 特 的 思维 方式 ,他 完全 不 知道 他 的 论文 对 普通 的 读者 是 多 
么 难 。” 

另 一 量子 物理 学 大 师 海 森 伯 则 说 :“ 在 量子 论 中 出 现 的 困 
难 …… 是 有 关 语 言 运用 问题 。 首 先 ,我 们 在 使 用 数学 符号 与 普通 
语言 表达 的 概念 相 联 系 方面 无 先例 可 循 ;我 们 从 一 开始 就 知道 的 
只 是 不 能 把 日 常 的 概念 用 到 原子 结构 上 去 。” 是 Dirac 在 总 结 了 海 
森 伯 的 矩阵 力学 与 薛 定 刘 的 波动 力学 后 发 明了 盖 述 量子 理论 的 精 
确 而 自 恰 的 数学 形式 ,他 发 明 的 符号 法 是 优秀 而 精辟 的 符号 在 现 
代 物 理学 中 应 用 的 一 次 高 潮 。 作 为 量子 力学 的 标准 语言 ,符号 法 
成 功 地 引入 了 q 数 的 表象 和 变换 理论 ,“ 用 抽象 的 方式 直接 地 处 理 
有 根本 重要 意义 的 一 些 量 ”, “能 深刻 地 反映 物理 本 质 ”, 并 能 引申 
出 量子 物理 中 的 一 系列 新 概念 。 难 怪 玻 尔 说 :“Dirac 是 所 有 物理 
学 家 中 最 纯洁 的 灵魂 。” 

英国 物理 学 家 霍金 这 样 论 Dirac 的 贡献 :“ 他 写 出 了 一 篇 出 色 
的 论文 ,其 中 他 阐述 了 任何 系统 的 量子 力学 的 一 般 规则 。 这 些 规 
则 结合 了 海 森 伯 和 检定 证 的 理论 并 指出 它们 的 等 价 性 。 在 现行 量 
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子 力学 的 三 个 莫 基 人 中 , 海 森 伯 和 薛 定 刘 的 功劳 是 他 们 各 自 看 到 
了 量子 理论 的 曙光 ,但 是 正 是 Dirac 把 他 们 看 到 的 交织 在 一 起 ,并 
揭示 了 整个 理论 的 图 像 ”。 大 数学 家 汉 “。 诺 依 曼 写 过 一 本 《量子 力 
学 的 数学 原理 》, 认 为 Dirac 的 理论 体系 “就 其 简洁 和 优美 而 言 是 
很 难 超过 的 ”。 纳 维尔 。 莫 特 曾 这 样 评 价 Dirac:“ 他 是 能 够 完全 独 
立 工 作 的 极 少 数 科 学 家 之 一 ,如 果 他 有 一 个 图 书馆 ,他 可 能 连 一 本 
书 和 期 刊 都 用 不 着 。? 关 于 符号 法 中 的 变换 理论 , Dirac 本 人 曾 说 : 
“这 是 我 一 生 中 最 使 我 兴奋 的 一 件 工作 …… ,变换 论 是 我 的 至 爱 
(The transform theory (became) my darling) "Е 
又 说 :“ 我 的 许多 论文 仅仅 来 自 一 个 十 分 偶然 出 现 的 想法 的 结果 
setae 但 是 我 关于 量子 力学 的 物理 诠释 工作 却 是 一 种 值得 夸奖 的 成 
功 ,符号 法 是 永垂不朽 的 。” 

自古 以 来 ,以 贴切 地 表现 概念 为 目的 ,符号 在 人 们 的 日 常生 活 
中 扮演 着 重要 的 角色 。 为 了 无 障碍 的 交流 ,古人 发 明了 象形 符号 
并 通过 组 合 将 之 演变 成 更 为 抽象 的 文字 ,如 苏 美 尔 的 模 形 文字 、 般 
商 的 甲骨 文 ;为 了 反映 数目 的 概念 ,数字 应 运 而 生 , 其 中 阿拉 伯 数 
字 以 其 简明 和 若干 历史 原因 而 最 终 为 世界 所 通用 ; 随 着 近代 科学 
技术 的 发 展 ,合适 地 诠释 物体 属性 或 描述 物体 运动 状态 及 其 变化 
过 程 成 为 时 代 的 需求 ,与 之 相应 的 一 系列 物理 量 也 用 字母 符号 来 
加 以 表示 。20 世纪 初 量子 力学 的 诞生 扫除 了 物理 学 上 空 的 两 打 
乌云 ,是 物理 学 史上 的 重大 事件 ,但 量子 的 概念 因 其 革命 性 的 观点 
和 特殊 的 运算 规则 而 在 相当 一 段 时 间 里 缺乏 统一 的 、 适 当 的 描述 。 
爱 因 斯 坦 在 《物理 学 的 进化 ) 一 书 中 曾 提 出 :“ 我 们 可 以 说 建立 一 种 
新 理论 不 是 像 毁 掉 一 个 旧 仓 库 , 在 那里 建 起 一 个 摩天 大 楼 。 它 倒 
是 像 在 根山 一 样 , 愈 是 往 上 疏 愈 能 得 到 新 的 更 宽广 的 视野 ,并 且 愈 
能 显示 出 我 们 的 出 发 点 与 其 周围 广大 地 域 之 间 的 出 乎 意外 的 联 
系 。 但 是 我 们 出 发 的 地 点 还 是 在 那里 ,还 是 可 以 看 得 见 的 ,不 过 显 
得 更 小 了 ,只 成 为 我 们 克服 种 种 障碍 后 段 上 山 癌 所 得 到 的 广大 视 
妓 中 的 一 个 极 小 的 部 分 而 已 。” 
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理论 物理 也 有 视野 或 境界 吗 ? 读者 也 许 要 问 , 只 听 说 中 国 的 
古典 诗词 有 境界 ,怎么 理论 物理 也 有 呢 ? 诚然 ,中 国 唐诗 宋词 的 一 
大 特点 是 境界 高 雅 .深究 、 超 逸 ,什么 是 境界 呢 , 我 们 的 肤浅 理解 是 
人 们 在 读 和 写 文艺 作品 时 个 人 的 感受 能 力 或 顿悟 可 以 达到 的 地 
方 , 或 是 指 精神 上 所 能 享受 到 愉悦 或 共鸣 的 境地 。 诗 词 中 事 、 情 、 
景 交融 升华 的 艺术 成 就 越 高 , 则 境界 就 越 高 ,高 手 的 文章 则 往往 从 
“有 我 之 境 ” 到 “无 我 之 境 ”, 即 “不 知 何者 为 我 ,何者 为 物 ”,“ 物 我 两 
忘 ”。 我 们 在 学 习 与 写作 理论 物理 论文 时 也 有 境界 , 它 是 我 们 对 于 
论文 的 简洁 性 ,质朴 美 以 及 潜在 应 用 的 感受 能 力 之 所 及 。 当 欣赏 
者 自己 能 置身 于 内 ,并 有 所 创新 与 发 展 时 ,那么 境界 就 上 升 为 意 
境 。 对 于 理论 物理 美感 与 简洁 把 握 得 越 好 , 则 境界 就 越 高 。Dirac 
的 论文 是 简洁 与 美的 和 谐 结 合 ,又 有 广泛 的 实用 意义 ,所 以 其 境界 
就 高 。 所 谓 “ 高 举 远 菇 ,有 遗 世 之 意 ”, 我 们 在 读 他 文章 时 ,从 开始 
不 懂 、 生 朴 , 到 了 解 、. 掌 握 与 欣赏 ,就 开拓 了 我 们 的 境界 ,就 像 读 唐 
诗 一 样 ,从 不 会 欣赏 到 会 欣赏 ,是 一 种 境界 提高 的 过 程 。 当 我 们 能 
RIE Dirac 的 若干 前 驱 性 工作 ,作出 了 令 世 人 瞩目 的 新 贡献 时 , 境 
界 就 演变 为 意境 ,我 们 就 从 “有 我 之 境 ” 进 化 到 了 “无 我 之 境 ”, 完 全 
陶醉 在 文章 的 优美 谐 调 中 。 艺 术 风 格 有 难 有 易 , 简 易 不 是 平庸 与 
浮 浅 ,简易 是 艺术 最 后 的 成 就 ,古今 中 外 最 大 的 艺术 作品 都 是 简单 
而 深刻 的 ,从 而 能 流芳 百世 ,但 要 达到 简易 , 必 先 经 历 磨难 与 锤炼 。 
意境 深远 的 理论 物理 作品 看 上 去 是 水 到 渠 成 ,不 露 雕 涛 痕迹 ,似乎 
是 信 手 牛 来 ,不 假 思索 的 ,如 Dirac 描写 电子 的 方程 。 范 洪 义 所 创 
造 的 符号 法 中 的 有 序 算 符 内 的 积分 理论 (简称 TWOP 技术 ), 它 将 
原本 只 适用 于 可 对 易 函 数 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 积分 公式 推广 到 由 
Dirac 符号 ket-bra 组 成 的 非 对 易 量 子 算 符 的 积分 运算 ,不 仅 丰富 
了 Dirac 符号 的 运算 规则 ,大 大 简化 了 计算 ,而 且 有 利于 揭示 Di- 
rac 符号 法 蕴藏 的 和 谐 与 优美 。 正 如 Dirac 所 说 ;:“…… 对 于 一 个 
有 经 典 对 应 的 量子 动力 学 系统 ,量子 理论 中 的 勾 正 变换 就 是 经 典 
理论 中 切 变 换 的 对 应 .而 IWOP 技术 是 找到 这 种 对 应 的 有 效 
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方法 。 

总 之 ,Dirac 的 符号 法 是 量子 力学 的 “一 种 内 在 的 生气 、 情 感 、 
灵魂 、 风 上 骨 和 精神 ”, 本 书 论述 如 何 发 展 它 到 更 高 一 层 ,以 进一步 体 
现 量子 力学 理论 作为 一 部 艺术 作品 的 意蕴 ,使 读者 能 够 直接 从 狄 
拉克 符号 法 得 到 其 物理 思想 之 表象 。 

本 书 在 筹划 和 写作 过 程 中 ,作者 范 洪 义 得 到 妻子 翁 海 光 以 及 
PEM DH IEMA REA ВА RAR VLE, BR 
红 \ 王 帅 \ 王 震 、 备 祥 国 等 ,在 此 谨 致 谢意 。 也 感谢 上 海 交 通 大 学 校 
领导 谢 强 武 . 叶 取 源 、 张 杰 和 物理 系 叶 庆 好 教授 、 庞 就 验 教 授 等 的 
大 力 支 持 及 有 益 帮助 。 每 当夜 深入 静 、 身 心 疲倦 想 偷 点 儿 懒 时 , 范 
洪 义 脑海 里 就 会 闪现 慈母 毛 婉 珍 50 多 年 前 在 灯 下 为 小 学 生 批阅 
作文 时 边 读 边 改 时 的 情景 ,她 那 清瘦 的 脸庞 和 慈 祥 的 目光 浮现 在 
眼前 ,鞭策 着 他 再 打 起 精神 ,坚持 工作 一 会 儿 。 另 一 作者 囊 洪 春 在 
写作 过 程 中 得 到 了 常州 工学 院 光 电工 程 学 院 的 支持 和 妻子 李 恒 梅 
的 帮助 ,在 此 深 表 感谢 。 

科研 作品 贵 在 学 府 渊源 ,标新立异 , 方 能 使 读者 动 其 妍 思 , 引 
其 芳 绪 。 人 的 精力 与 时 光 有 限 ,而 追求 科学 真理 无 涯 ,因此 吾 人 读 
书 , 当 读 创 意 鲜明 者 、 理 论 优美 者 方法 直 捷 者 、 令 述 清 晰 者 、 悠 久 
不 朽 者 ,以 此 五 点 为 标准 , 则 鲜 见 佳 本 也 。 本 书 作 者 不 才 , 写 作 时 
尽量 以 此 五 点 标准 来 要 求 自己 , 然 终 究 水 平 有 限 , 祈 望 四 方 读者 批 
评 教 正 。 
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第 1 章 正规 乘积 算 符 内 积分 技术 
发 展 Dirac 符号 法 


1.1 Dirac 符号 法 的 效用 ,功能 及 发 展 的 切入 点 


20 世纪 初 普 朗 克 在 黑体 辐射 谱 的 研究 中 慧眼 独 具 发 现 了 量 
子 , 宣 告 量 子 理论 的 诞生 ,是 物理 学 史 也 是 人 类 文明 史上 的 重大 事 
件 . 随后 ,量子 力学 的 基本 概念 和 规律 方程) 分别 由 海 森 伯 不 确定 
JBE GE EE JJ 2 ) RI BE АЕ 182 Jy 3 C Uk RRO Br 38 z; , 1⁄ 38 Y 3% ZK IH Ht 
子 论 .关于 量子 理论 的 诞生 1995 年 霍金 曾 评价 道 ,，…… 海 森 伯 和 
薛 定 刘 的 功劳 是 他 们 各 自 看 到 了 量子 理论 的 曙光 ,但 是 正 是 Dirac 
把 他 们 看 到 的 交织 在 一 起 并 揭示 了 整个 理论 的 图 像 . ”那么 Dirac 
是 靠 什么 来 实现 这 个 统一 的 呢 ? 他 靠 的 就 是 发 明了 符号 法 (bra 
和 ket) ,以 及 用 他 的 符号 表征 的 表象 与 变换 理论 . 理论 物理 学 家 
温 伯 格 认 为 科学 发 现 的 方法 通常 包括 着 从 经 验 水 平 到 前 提 的 或 逻 
辑 上 的 不 连续 性 的 飞跃 ,对 于 某 些 科学 家 来 说 (如 爱 因 斯 坦 和 
Dirac) ,数学 形式 主义 的 美学 魅力 常常 提示 着 这 种 飞跃 的 方向 . 

Dirac 发 明 的 符号 法 使 得 量子 力学 新 颖 的 基本 概念 和 规律 可 
用 特殊 的 符号 来 统一 地 描写 (物理 学 家 赫兹 认为 好 的 符号 比 发 明 
它 的 人 还 要 聪明 ) ,这 种 描述 被 证 明 为 是 贴切 的 、 聪 明 的 、 简 洁 的 、 
永恒 的 . 自古 以 来 ,以 贴切 地 表现 概念 为 目的 ,符号 在 人 们 的 日 常 
生活 中 扮演 着 重要 的 角色 . 为 了 无 障碍 的 交流 ,古人 发 明了 象形 符 
号 ,并 通过 组 合 将 之 演变 成 更 为 抽象 的 文字 ,如 苏 美 尔 的 棉 形 文 
字 , 殷 商 的 甲骨 文 . 为 了 反映 数目 的 概念 ,数字 应 运 而 生 , 其 中 阿拉 
伯 数 字 以 其 简明 和 若干 历史 原因 而 最 终 为 世界 所 通用 . 随 着 近代 
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科学 技术 的 发 展 ,合适 地 量度 物体 属性 或 描述 物体 运动 状态 及 其 
变化 过 程 成 为 时 代 的 需求 ,与 之 相应 的 一 系列 物理 量 也 用 字母 符 
号 来 加 以 表示 . 

用 Dirac 符号 可 把 海 森 伯 和 矩阵 算 符 简化 为 |)(|(Dirac 称 之 为 
Gh, 右 矢 | ) 代 表 列 矩阵 , 左 矢 ( | 代表 行 矩阵 , (1) 是 普通 数 (c 
数 ); AS ЙК А АЈ SK BR J(zx) 被 表达 为 (x1y) ,注意 这 样 一 
来 ,就 引入 了 坐标 z RR. (zlp) 即 代表 表象 变换 . 表象 represen- 
tation) 原 指 客 观 事物 在 人 类 大 脑 中 的 映 象 ,用 以 描述 不 同 “坐标 
系 ? 下 微观 粒子 体系 的 状态 和 力学 量 的 具体 表示 形式 . 它 把 系统 状 
态 的 波 函 数 看 成 抽象 空间 中 的 态 矢量 ,力学 量 的 本 征 函 数 系 即 此 
空间 的 一 组 基 矢 , 波 函 数 由 这 组 基 矢 和 相应 的 展开 系数 表示 . Di- 
rac 符号 法 成 功 地 引入 了 q 数 和 表象 理论 趾 ,“ 用 抽象 的 方式 直接 
地 处 理 有 根本 重要 意义 的 一 些 量 ”, 使 得 贴切 地 表达 量子 物理 中 的 
一 系列 新 概念 并 进一步 加 以 运算 成 为 可 能 . Dirac 符号 业已 成 为 量 
子 力 学 的 标准 语言 . 

Dirac 符号 是 随 着 量子 力学 的 诞生 而 应 运 而 生 的 ,Dirac 曾 回 
忆 说 :“…… 那 时 我 是 一 个 研究 生 , 除 了 研究 外 ,没有 别 的 任务 . 我 
感谢 我 生 办 其 时 的 事实 ,年 长 几 年 或 者 年 轻 几 年 都 给 我 机 会 .” 
Dirac 符 号 由 于 其 简洁 与 高 度 的 抽象 ,从 一 开始 就 得 到 人 们 的 青 
BE. 毫 无 疑问 , 它 也 应 该 随 着 量子 理论 与 实验 的 不 断 进展 而 日 趋 丰 
富 、 深 化 和 完善 ,Dirac 符号 是 外 在 的 量子 世界 与 Dirac 本 人 的 精 
神 世 界 发 生 联系 时 他 所 产生 的 一 种 特殊 的 感觉 ,他 之 所 以 有 这 种 
与 众 不 同 的 感觉 是 由 于 他 有 工科 知识 的 背景 ,具体 地 说 是 投影 矢 
量 空间 的 知识 (或 者 张 量 的 知识 ) ,这 种 特殊 的 感觉 经 过 理性 的 抽 
象 后 倾吐 出 来 ,于 是 就 有 了 态 矢 (bra 和 ket) ,这 是 Dirac 的 天 才 之 
Sth. 因为 一 个 好 的 符号 不 但 能 够 简洁 深刻 地 反映 物理 本 质 ,把 物理 
内 容 与 数学 符号 有 机 对 应 ,而 且 可 以 大 量 地 节约 人 们 思维 的 脑力 . 


例如 他 把 一 个 跃迁 矩阵 元 记 为 (out| 久 |in) 就 形象 地 反映 出 初始 状 
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态 |im 经 过 一 个 仪器 ( 广 作用 ) 而 变 为 输出 状态 (ozz|. 

在 量子 物理 中 , 通 向 更 深入 的 基本 知识 的 道路 是 与 最 简洁 的 数 
学 描述 相 联系 的 ,所 以 Dirac 说 过 :“…… 符 号 法 ,在 将 来 当 它 变 得 更 
为 人 们 所 了 解 ,而 且 它 本 身 的 数学 得 到 发 展 之 时 , 它 将 更 多 地 被 人 
们 所 采用 . ”以 下 我 们 就 努力 实现 Dirac 的 期 望 ,发 展 其 符号 法 ,我 们 
选择 的 研究 方向 是 能 否 对 连续 的 ket-bra 组 成 的 算 符 积分 . 早 在 
1966 年 末 范 洪 义 自学 (量子 力学 原理 ) 一 书 时 就 意识 到 对 这 类 算 


符 的 积分 存在 困难 ,例如 怎样 完成 积分 | 2/22] de =? ,其 中 
1z) 是 坐标 本 征 态 ,尽管 以 往 的 书 中 有 量子 力学 坐标 表象 的 完备 性 
站 pel dz =1. 这 个 问题 乍 一 看 似 觉 肤浅 ,但 实际 上 是 一 个 


ground breakthrough stone corner 问题 . 因为 17 世纪 继 牛 顿 - 菜 布 尼 
区 发 明 微 积分 后 ,在 18 世纪 泊 松 是 第 一 个 把 积分 推广 到 复 平 面 上 
的 人 ,所 以 泊 松 积分 代表 微 积 分 发 展 的 一 个 stone corner. 而 如 今 如 
何 把 使 牛顿 - 莱 布 尼 茨 积分 适用 于 |)《| 的 积分 难道 不 是 一 个 挑 
战 吗 ? 

范 洪 义 记得 中 国 科 大 原 副 校长 ,物理 学 家 严 济 芍 曾 指出 ; 教 
书 要 深入 浅 出 ,学 习 要 浅 人 深 出 . ”注意 这 里 指 的 学 习 是 广义 的 ， 
即 包含 研究 . 多 年 来 在 教育 界 “ 深 入 浅 出 ”这 个 成 语 用 得 较 多 ,也 是 
大 众 追 求 的 目标 ;但 是 对 于 “学 习 要 浅 和 深 出 ”, 严 济 慈 先生 的 观点 
可 谓 惊 世 骇 俗 , 范 洪 义 相信 他 琢磨 的 积分 问题 符合 浅 人 深 出 的 科 
研 途 径 . 综观 近代 物理 发 展 史 可 见 ,很 多 理论 物理 的 重大 创新 成 果 
都 来 自 “ 浅 入 深 出 ”. 爱 因 斯 坦 是 浅 入 深 出 做 学 问 的 大 师 , 例 如 ,他 
从 光速 不 变 推 出 狭义 相对 论 ;从 引力 质量 为 何等 于 惯性 质量 人手 ， 
建立 广义 相对 论 体系 . 又 如 德 布 罗 意 注意 到 由 相对 论 的 质 能 关系 
式 , 凡 粒子 丝 有 能 量 ; 再 由 普 朗 克 公 式 , 能 量 可 关系 于 频率 ,有 频率 
皆 表 现 为 脉动 ,而 脉动 的 粒子 就 有 波动 性 ,所 以 粒子 总 是 同 某 种 波 
动 性 相 联 系 . 他 于 是 导出 了 物质 波长 与 物质 粒子 的 动量 之 间 存 在 
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A=h/ (mv) 的 重要 而 深刻 的 关系 ,这 是 浅 人 深 出 的 生动 体现 . 3k hi 
克 关 于 正 电子 的 预言 是 研究 理论 物理 体现 “学 习 要 浅 入 深 出 ”的 又 
一 范例 . 正如 他 自己 所 回忆 的 :“ 答 案 来 自 数学 游戏 . 我 玩弄 着 三 个 
Ж о, ,cz ,os ,我 用 它们 来 描述 电子 自 旋 . 我 注意 到 ,如 果 作出 表达 
A a pi top: +o p HECERA о ,0 ,os MABE, pi 
props 是 动量 的 三 个 分 量 ), 得 到 的 正好 是 动量 的 平方 和 pi +p + 
05. 这 是 非常 漂亮 的 数学 结果 ,看 来 它 必定 很 重要 , 它 为 取得 三 个 
平方 项 之 和 的 方 根 取 线性 形式 提供 了 一 个 有 效 方法 . 然而 如 果 我 
们 要 想 有 一 个 粒子 的 相对 论 性 理论 ,我们 就 需要 四 个 平方 项 之 和 
的 方 根 , 用 这 个 方法 却 不 行 .” 狄 拉克 后 来 突然 想到 没有 必要 死守 
量 不 放 , 既 然 他 们 可 以 用 两 行 两 列 的 矩阵 来 表示 ,也 许可 以 用 四 行 
四 列 来 代替 ,这 样 就 很 容易 得 到 四 个 平方 项 之 和 的 方 根 ,在 1928 
年 1 月 初 他 得 到 了 形 如 (po 一 pi 一 zps 一 Qaps 一 “mc)y 二 0 的 ， 
以 后 被 称 为 “ 狄 拉 克 方 程 ? 的 电子 波动 方程 ,有 深远 的 意义 ， 
尽管 范 洪 义 提出 了 正确 的 有 价值 的 问题 ,但 当时 正 值 “文化 大 
革命 ”, 正 常 的 课堂 教学 和 科研 秩序 被 < 草 ” 掉 了 ,所 以 他 也 无 从 向 
人 请 教 . 但 是 一 个 问题 总 是 如 影 随 形 地 蒙 绕 在 他 的 脑海 ,他 总 想 应 
当 发 明 一 个 办 法 去 实现 这 类 积分 ,因为 这 类 积分 包括 大 量 的 么 正 
变换 ,也 可 用 于 表明 各 种 表象 的 完备 性 . 完成 这 类 积分 ,人 们 就 可 
以 找到 许多 新 的 物理 态 与 新 的 表象 ,从 而 推陈出新 使 量子 力学 有 
一 个 别开生面 的 发 展 . 换言之 , 范 洪 义 觉得 必须 要 把 对 经 典 函 数 的 
牛顿 - 莱 布 尼 茨 积分 理论 推广 到 对 于 算 符 的 积分 ,才能 使 符号 法 更 
完美 .更 实用 . 到 了 1978 年 ,长 期 思索 这 个 问题 终于 导致 范 洪 义 发 
明了 “有 序 算 符 的 积分 技术 (IWOP tk RD) ,把 牛顿 - 莱 布 尼 欧 
的 对 于 普通 函数 的 积分 发 展 到 对 狄 拉克 符号 的 积分 ,不 但 深刻 地 
揭示 了 量子 力学 数理 结构 内 在 的 美 ,而 且 另 辟 蹊 径 地 发 展 了 量子 
力学 的 表象 与 变换 论 ,特别 是 连续 变量 纠缠 态 表象 的 建立 ,深刻 地 
表述 了 丰富 的 量子 纠缠 现象 ,可 谓 “ 浅 和 人 深 出 ,推陈出新 , 别 开 生 
面 . 有关 这 方面 的 Review 文章 连篇 的 发 表 在 国际 上 有 影响 力 的 
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物理 杂志 “Ann. Phys.” #1 “J. Opt. B: Quantum Semiclass. 
Opt? ЕГ, 

以 上 例子 表明 ,“ 浅 入 ”可 以 指 用 很 简洁 明快 的 思想 切入 到 主 
题 ,“ 深 出 ” 即 指 经 过 努力 得 到 深刻 而 深远 的 新 结论 .“ 浅 ”和 “ 深 ” 
是 相对 的 , 某 些 看 来 是 浅 的 东西 , 却 意境 深远 ;而 深 的 知识 经 过 “更 
上 一 层 楼 ”的 观点 来 思考 ,也 会 觉得 浅显 易 懂 . 另 一 方面 , 乍 看 是 浅 
显 的 东西 ,往往 是 抽象 的 ,要 “ 深 出 ”并 不 易 , 就 像 从 深究 的 海洋 中 
游 出 来 那样 有 难度 . 学 习 的 深浅 也 因 人 而 异 ,我 们 在 求学 时 既 不 能 
浅 尝 辑 止 ,也 不 提倡 一 味 地 钻 牛 角 尖 ,因为 这 与 深入 不 同 . 这 可 以 
苏东坡 的 诗 为 证 : “西湖 天 下 景 , 游 者 无 贤 帅 . 浅 深 随 所 得 , 谁 能 识 
Ke.” 

古人 云 :天 下 之 文 , 莫 妙 于 言 有 尽 而 意 无 穷 ,其 次 则 能 言 其 意 
之 所 和 欲 言 . ”理论 物理 的 成 果 应 是 “看 上 去 是 简单 的 但 应 用 是 广泛 
的 ,后 续 工 作 也 会 层出不穷 的 ”, Dirac 的 符号 法 就 是 言 有 尽 而 意 无 
穷 的 典范 . 唐 代 诗 人 贾 岛 的 诗 :“ 鸡 声 茅 店 月 ,人 迹 板 桥 霜 ”也 是 
如 此 ， 因 而 能 流传 千古 . 

拉 普 拉 斯 曾 说 ;认识 一 个 天 才 的 研究 方法 , 对 于 科学 的 进 
步 …… 并 不 比 发 现 本 身 更 少 用 处 . "量子 力学 的 另 一 位 创始 人 薛 定 
记 也 十 分 重视 理论 方法 ,他 曾 说 :“ 德 布 罗 意 能 从 一 个 巨大 的 理论 
框架 上 思考 问题 ,这 一 点 确实 比 我 高 明 , 那 是 我 过 去 所 不 知道 的 . 
德 布 罗 意 在 数学 技巧 上 的 处 理 和 我 过 去 的 工作 差不多 ,只 是 稍微 
正规 些 , 却 并 不 优美 ,更 没有 从 普遍 性 上 加 以 说 明 . ” 正 是 这 种 对 普 
饥 性 规律 的 追求 ,促使 薛 定 刘 在 汲取 德 布 罗 意 科学 思想 的 基础 上 ， 
去 寻找 波动 方程 的 数学 表达 式 , 从 而 建立 一 种 更 普遍 的 波动 理论 . 
以 后 读者 将 会 相信 ,如 果 一 个 人 仅仅 知道 Dirac 符号 ,而 不 知道 有 
序 算 符 内 的 积分 技术 ,那么 他 就 看 不 到 Dirac 符号 更 深层 次 的 美 
感 与 震撼 力 ,也 不 能 体会 为 什么 Dirac 曾 不 止 一 次 地 讲 到 他 一 生 
中 最 喜欢 的 工作 就 是 用 符号 法 对 量子 力学 所 作 的 诠释 ,也 不 会 灵 
活 运用 Dirac 符号 . 在 读 了 本 书 以 后 就 可 以 对 Dirac 符号 知 其 然 又 
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知 其 所 以 然 , 极 大 地 提高 科研 能 力 和 对 量子 理论 的 鉴赏 能 力 . 

读者 将 会 领悟 到 TWOP 技术 的 问世 实现 了 Dirac 生前 的 期 
望 ,是 解读 和 发 展 符号 法 及 表象 理论 的 有 效 “ 工 具 ”. 范 洪 义 十 分 
感谢 Dirac 发 明了 永垂不朽 的 符号 系统 , 它 不 但 能 深刻 、 简 洁 地 反 
映 物理 本 质 , 而 且 也 为 后 人 去 发 展 它 葛 定 了 基础 ,使 得 他 有 幸 能 另 
辟 蹊 径 地 找到 发 展 其 符号 法 的 突破 口 ,在 经 历 了 三 十 年 的 苦心 钻 
研 后 ,使 量子 力学 的 表象 与 变换 理论 推陈出新 ,有 一 个 令 世人 瞩目 
的 有 长 远 影响 的 别开生面 的 发 展 . 

Dirac 的 文风 简练 “文章 合 有 老 波澜 ”, 缘 由 博 返 约 之 功 ,如 成 
ELA MSA BRS EA ARR. 我 们 继承 与 发 展 
它 , 必 须 力学 苦 思 , 经 年 不 倦 . 尤其 是 要 写 一 本 论述 Driac 符号 法 
进 阶 , 则 作者 需 有 才 、 有 胆 | 有 识 、 有 力 . 古人 云 :“ 人 有 才 则 心思 出 ， 
有 胆 则 笔墨 从 容 ,有 识 则 能 取舍, 有 力 则 可 自 成 一 家 . ”以 此 衡量 ， 
则 余 之 才 不 录 中 人 之 余 , 余 之 学 则 又 未 窥 量子 论 之 万 一 , 实 不 敢 以 
材 颜 之 作 自 炫 而 跻身 于 作者 之 列 . AT AAR ZI A 
以 没 世 , 督 促 余 将 研究 心得 见于 读者 , 祈 望 本 书 为 诸 君 子 所 不 镭 . 

为 了 阐述 如 何 用 IWOP 技术 来 发 展 Dirac 符号 法 ， 以 便 对 天 
才 的 Dirac 的 研究 方法 有 更 深刻 地 了 解 ， 下面， 以 正规 乘积 算 符 
内 积分 技术 为 例 , 介绍 TWOP 技术 的 基本 思想 . 


1.2 正规 乘积 算 符 内 的 积分 技术 


虽然 正规 乘积 的 概念 起 源 于 量子 场 论 , 并 在 Louisell 的 书 中 

有 所 介绍 " ,我 们 觉得 其 有 关 性 质 需 作 进 一 步 阐明 . 不 失 一 般 性 ， 
玻 色 算 符 at 和 a 的 任何 多 项 式 函 数 可 写 为 

K(a,at) = 六 Dla tiata tna" f Cj Relyeym), (1.1) 

其 中 :j,k,1,…,m 是 正 整 数 或 零 . 利用 玻 色 算 符 对 易 关 系 

[a,at] = 1, 总 可 以 将 所 有 的 产生 算 符 et 都 移 到 所 有 渣 灭 算 符 a 


6 


的 左边 ,这 时 的 Kla,at) 已 被 排列 成 正规 乘积 形式 : f(a,at):, Bl 
已 经 纳入 :: 之 中 . 正规 乘积 有 一 些 主要 性 质 (它们 在 相当 长 时 期 
内 被 忽略 了 ,而 它 恰恰 能 用 来 发 展 量 子 与 变换 理论 ): 

(1) 在 正规 乘积 内 部 玻 色 算 符 相 互 对 易 . 为 什么 原本 不 对 易 的 
at 与 4 在 :: 内 部 可 交换 呢 ? 其 原因 是 当 把 已 正规 乘积 化 的 算 符 函 
数 : f(a,a1) : 两 边 的 :: 脱 去 时 ,必须 事先 把 所 有 的 at 都 移 到 a 的 左 
边 ; 反 之 ,只 有 当 上 述 条 件 得 到 满足 时 ,才能 在 两 边 加 上 ::. 当 加 上 
t: 后 ,内 部 的 а! 5 а 在 交换 时 就 是 任意 的 . 例如 аа! = ata 十 1, 但 是 
: аа! :天 :ata :十 1, 而 是 

:aat:=ata =:ata:, (1.2) 
这 个 性 质 十 分 重要 ,因为 它 提 供 了 一 个 “调和 ” 算 符 与 数 的 明显 界 
限 的 作用 . 在 经 典 力学 中 处 理 的 是 数 , 而 在 量子 力学 中 遇 到 的 是 一 
般 互 不 对 易 的 算 符 ,而 借助 正规 乘积 记号 ,就 可 以 在 若干 种 运算 中 
把 算 符 作为 可 对 易 的 参数 对 待 . 
(2) c 数 可 以 自由 出 人 正规 乘积 记号 , 即 
: cf(a,at) := c: f(a,at):, (1.3) 

(3) 正规 乘积 内 的 正规 乘积 记号 可 以 取消 ,或 在 :: 内 部 的 任 
意 两 个 算 符 ( 相 邻 的 或 不 相 邻 的 ) 的 紧 外 边 可 以 加 上 正规 乘积 记 
号 . 例如 

: g(ayaft)[: fla,at) :] :=: gla,at) f(a,at) :， 
at: f(a,at) : a" =: atmf(a,at)a" :. (1.4) 
(4) 正规 乘积 内 部 算 符 函数 的 和 差 可 以 分 拆 , 即 
: glasat) + f(a,at) : =: g(a,at) t+: fla,at) :，(1.5) 
注意 两 个 正规 乘积 算 符 函数 之 积 一 般 不 再 是 正规 乘积 . 
(5) ЕЖА Е n] LAE A : : 内 部 进行 , 即 
СИ) :+ =: (Wee) te, (1. 6) 
例如 (: ата!" :)t = ate", i: (a’at™)t:=: ата : = ata”, 
(6) 正规 乘积 内 部 以 下 两 个 等 式 成 立 : 


Га, : flayat) 1] =: Bf aat) :, 


[: flasat) rat] =: Èf asad) :. (1.7) 


这 也 来 源 于 性 质 (1). 对 于 多 模 情况 ,上 式 可 作 如 下 推广 : 
ә ә 


on 527 627941,4) := [[: f(a;,a;,af,at) +,а}],а{]. 
(1. 8) 
(7) 正规 乘积 算 符 : f(a,a1) : 的 相干 态 矩 阵 元 为 
(z|: flata) tz’) = flat ,z'ye ЧНО (1.9) 
(8) 真空 投影 算 符 00] 的 正规 乘积 展开 式 是 
10)(0|=: exp(—ata):, (1.10) 
下 面 给 出 其 严格 证 明 , 设 10)(0|=: W :,(W 待定 ) ,由 粒子 态 


Га) = 2" | 0) 完备 性 可 得 


vn! 
a = besi 1 а n 
1= dnl = « =)" 
> aynl PAL т (= ) = z" =0 
at . 
= ea” |0)(0| e“ |... 
at > 
一 :ea Wete: |," —o 
=: ewer es Wes, (1.11) 


Вр |0)‹0| =: e : 成 立 ( 值 得 提 到 的 是 ,在 文献 [15] 中 ,Louisell 
曾 给 出 10)《0|= lim + ете 1), 利用 这 个 关系 ,可 得 


NGCN 一 D)…CN 一 上 十 D) = Dyna 1) (n= 1+ D |а) (n| 


= 
, ata” е“ + 
1 (п— 0)! 


= ata’, (1.12) 
以 及 


~1)'ata! 
[001 = x Сата ә 


1 TET D HNCN— DON—2) + ==. 
(1.13) 


也 可 以 利用 粒子 数 的 完备 性 3 |) ол] = 1, 给 出 算 符 便 等 式 
ек 一 ye |n><n| 


Хе а=. at r 100l 


Ai 


=: exp[(e*—l)ata]:. (1.14) 

(9) 可 以 对 正规 乘积 :: 内 部 的 с 数 进行 积分 或 微分 运算 ,只 

要 该 积分 收敛 . 这 是 因为 由 性 质 (1) ,内 部 的 at 与 a 可 以 作为 积分 
参量 . 

由 性 质 (8) 与 (9) 就 联想 到 ,只 要 能 将 ket-bra 型 的 投影 算 符 


( 形 如 |dz | fæl fdz Пао Сео) 化 成 正规 乘积 形式 , 则 由 


于 在 : : 内 部 的 玻 色 算 符 都 对 易 , 可 被 看 作 积分 参数 ,就 可 以 实现 
对 真实 的 < 数 积分 . 当然 ,在 积分 中 和 在 积分 后 都 存在 ::. 如 果 将 
最 后 结果 的 算 符 排 成 正规 乘积 形式 ,就 可 以 将 :: 记号 去 掉 . 我 们 
称 此 技术 为 正规 乘积 内 的 积分 技术 , 它 是 IWOP 技术 的 一 种 .除了 
这 种 正规 乘积 内 的 积分 技术 ,后 面 还 要 讲 到 反正 规 乘积 (用 :: 标 
记 ) 算 符 内 、Weyl 编 序 乘积 (用 : :标记 ) 算 符 内 的 积分 技术 . 类 似 
地 ,对 于 费 米 系统 也 有 费 米 算 符 相 对 应 的 IWOP 技术 . 


1.3 用 IWOP 技 术 和 正 态 分 布 讨论 量子 力学 基本 
RR 


谈 到 表象 ,通俗 的 说 法 是 指 可 将 量子 客体 充分 展示 的 某 个 完 
备 基 ,不 同 的 完备 基 中 展示 的 形式 不 同 , 这 对 于 全 面 了 解 客体 的 性 
质 是 必要 的 . 量子 力学 的 描述 方式 有 两 种 选择 ,一 是 薛 定 刘 的 波 函 
数 (实际 上 是 态 矢 在 某 个 表象 中 的 投影 ), 另 一 是 海 森 伯 的 算 符 (可 
观察 量 ). 因此 ,我 们 可 以 选择 找 力学 量 ( 算 符 ) 的 完备 基 ( 例 如 任 
何 2 X 2 矩阵 都 可 用 3 个 Pauli 矩阵 和 一 个 单位 矩阵 展开 ;又 例如 
密度 算 符 tro 王 1 也 可 以 认为 是 一 种 完备 性 ) 作为 研究 表象 的 出 发 
点 . 找 一 个 定义 在 xz-p 相 空 间 的 算 符 作为 基 矢 量 , 记 为 A(z,p)， 
它 满足 完备 性 


[dzdpAlz,p) 215 (1.15) 
这 里 积分 限量 从 一 co 到 十 co, 以 下 相同 , 均 省 略 . 因此 任意 算 符 广 
都 可 以 用 AC, p) 展开 
Aà, P) = [azdph cz py AC, р). (1.16) 
从 式 (1. 15) 联想 到 数理 统计 学 中 常见 的 二 维 随机 变量 的 连 
续 型 正 态 分 布 密度 函数 09 
f(z,y) шло °®Р[ == S= } (1.17) 
KP: 0251 620, Н о, > 0,o > 0, 也 满足 完备 性 
Jazayf cz») = 1, 因 此 ,我 们 就 取 在 正规 乘积 内 的 算 符 函数 


1.0 (2—X)? (р Р). 
кога | 203 203 } 


作为 完备 基 的 基 矢 . 之 所 以 取 正 规 乘积 是 因为 考虑 到 坐标 算 符 义 


(1.18) 
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与 动量 算 符 巨 是 不 对 易 的 , 即 [ Х.Р] = 和 过 ,而 它们 在 正规 乘积 :: 
内 部 是 可 以 交换 的 ,可 看 作为 参数 . ЖОН TWOP 技术 易 证 


1 N Ск X>: (р Р), 
Tana] Ora? N exp| 2o 203 = t 


(1.19) 


1, (х X>: (р Р) | 
ШЕ трт с exp[ 207 202 本 身 在 给 定 o, ,as 以 


确定 的 物理 意义 以 后 ,也 可 代表 某 种 密度 算 符 ,关于 这 一 点 以 后 再 
RUE. о, = o = 1/2 的 情况 , 式 (1. 18) 变 为 
1 
x 
这 是 最 简单 的 正 态 分 布 形式 . 我 们 把 它 作为 力学 量 ( 算 符 ) 的 完备 
性 来 研究 量子 力学 的 基本 表象 . 以 后 将 说 明 A, р) 正 是 Wigner 
算 符 . 


1.3.1 坐标 、 动 量 表象 的 自然 出 现 
对 A(z, p) 沿 方向 作 单 侧 积 分 有 


: expl- (xz—X):—(p—P)’]:=Azr,p). (1.20) 


[асрар . reed? sa (1.21) 
x 
沿 工 方向 的 单 侧 积分 有 
[асрах =£ сет?) +, (1.22) 
x 


若 用 淹 灭 算 符 a 和 产生 算 符 at 来 定义 总 与 互 (为 方便 起 见 , 取 自然 
Mim = o = k = 1) 
жаа раа : 
iE WE (1. 23) 
再 根据 正规 乘积 的 性 质 以 及 : e+ = 10) (0|, RA. 21) 的 右边 可 
化 为 
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+. 2 
= : expl—2? 4/2264" а) – 2—4 — ata]: 


М 
1 = +42 ха a): e% : ex (-=+ 
gl 2 2 A 
2 
[i 
1 Ж а! —@+ \|оусо| (=+ 
p Hivo е5 
2 
М за – 9) 122], (1. 24) 


式 中 : 


|x) =“ exp(— Z +/Zzat— 44) 0). a. 25) 
利用 式 (1.7) 与 式 (1.23) 以 及 a |0) = 0, RRM а 作用 到 式 (1.25) 
会 导致 


X |2) = z |z). (1. 26) 
这 就 说 明 式 (1. 25) 恰恰 是 坐标 本 征 态 在 Fock 表 象 中 的 形式 . 对 式 
(1.24) 再 作 积分 , 易 得 坐标 表象 完备 性 


Гето сат f E t Si (1.27) 
x 


这 是 完备 性 的 纯 Guass 型 积分 形式 . 这 在 以 往 的 所 有 量子 力学 书 
中 都 未 曾 注意 到 的 ,使 人 想起 宋代 画家 李 唐 的 一 首 《 题 画 》 诗 中 的 
前 两 句 : 云 里 烟 村 雨 里 滩 , 看 之 容易 作 之 难 . RA. 27) 的 得 出 看 似 
容易 ,而 实际 经 历 了 半 个 世纪 的 过 程 . 用 本 征 方 程式 (1. 26) 与 完 
备 性 式 (1. 27) ,就 有 


8(z— Х) 一 |z)(z|. (1. 28) 
对 于 式 (1. 22) ,同样 地 有 
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1, oF 1) p)(p|=a(p—P), (1.29) 


т 


式 中 
а? 


[у= mwep[- Ë +i М2 pat+ 2) 10), (1.30) 
就 是 动量 算 符 的 本 征 态 


P |p) =p |p. (1.31) 
注意 当 恢 复 т, Ak J, |x) ЯП |р) 的 表达 式 应 分 别 是 


— (met ` mo 2mw at? 
Iz) = (Fy) exp(— Bea? +, [rat 2") 09, 
(1.32) 
= ү р? i /2 а? 
[+з (кна) exp( 2mwk +i ток? 2 Jio. 
(1. 33) 


可 以 证 明 (z| 与 | p> 的 内 积 是 
(z|p) = ah) exp Ezp), (1. 34) 
这 恰 是 Fourier 8 En) 变换 的 核 . 


另外 ,根据 式 (1. 32) 与 式 (1.33) ,可 以 给 出 


1⁄4 te 
[е ыа) ет |o) =|p=0), (1.35) 


RRMA S n Ж ЙЕ 25 Н) ЖЕЛП ЗЕ + 5 3t SH AREAS. 类似 
地 有 


4р |») =|z=0), (1. 36) 
|= |p) = |= f 


表示 所 有 动量 本 征 态 的 线性 倒 加 (以 相同 的 几率 参与 ,表示 动量 值 
最 不 确定 ) 的 效果 等 同 于 坐标 值 为 零 ( 确 定 的 坐标 值 ) 的 坐标 本 征 
态 . 这 是 符合 海 森 伯 不 确定 原理 的 . 容易 验证 式 (1. 35) 的 正确 性 ， 
即 从 其 左边 乘 (zx | ,得 
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, dz 1 , 1 
‹ | ) [а d= , (1,37) 
х | Er |£ == 工 一 工 


V2 
其 右边 乘 (zx | 给 出 
oe ix'p/h 1 
(z |р = 0) яр a (1.38) 
另 一 方面 ,由 式 (1. 35) 的 两 边 同 乘 (p| ,可 得 
dz ed 
Ф| =5 drei = (р), 
Sik 7 nil (1. 39) 


(p|p = 0) = (р). 
所 以 , 式 (1.35) =)“. 由 式 (1. 32) 和 式 (1. 33) 分 别 看 出 


1⁄4 
me) [azexe[ — Bz") |z) =|0), (1. 40) 


iu )“fapexp(— (l-z) = 10>. (1.41) 
由 此 导出 关系 


(mw)'*exp(— BOX) far |z) = Cmw) exp(— = ED 


(1. 42) 
再 由 式 (1. 35) 与 式 (1. 36) ,得 


(mo) exp(— ЕХ ) |p = 0) = Сто) exp(— =) [= = 0). 


(1. 43) 
可 以 利用 此 关系 式 计算 矩 阵 元 
(x = 0| exp( le = 0) 
= ma (z= 0] exp(— 37%") |p =0) 
эш. (1.44) 
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1.3.2 坐标 -动量 中 介 表 象 的 自然 引入 
从 上 节 讨 论 中 , 式 (1. 21) 与 式 (1. 22) 可 改写 为 
Acad 1а, Јасера = prel, (1.45) 


这 称 为 ACz,z) 的 边缘 分 布 . 但 从 |z) (=| R |p) (p| 不 能 反 过 来 知 
jË A(z. р) 的 具体 形式 . 为 此 ,在 工 -之 平 面 定义 某 条 直线 ,根据 平 
面 解析 几何 知识 ,直线 方程 可 用 Š(q 一 px — ур) 标志 (py,v ERS 
数 ), 于 是 ,将 式 (1. 20) 中 A(x,p) 沿 该 任意 直线 积分 ,有 


p= [azapaca — pr — vp A(x, p) 


Jazapaca px — vp) 1 í ete ne Pr? , 


ы їл =, мр? ee t pyri; 
-a hie a ee 
(1. 46) 
它 也 是 一 种 正 态 分 布 . 根据 式 (1.23) 以 及 : е : = |0) 001,0 
= awd Zx Ф 2 uX + P (aX + vP)? А 
т “ГҮМ ЕТ стай 
=- |- È (Уфа! (ида? 
Мт +) e+e pp—iy 20р іу) 
t V2 да — gaia), 
аак" UFD 


1 ехр[— ¢ +]?! tina" | 
OETA 2+ ui 2i 
zet ¢ _ V2qa ge | 
+ exp| 2 +e) p+ Fi 
= |O porn] (1.47) 
ир: [Du 的 具体 形式 为 


2 
[Daw = [z(a + T+ exp|— ES + 


Zaæ' at ae aC (1. 48) 
ш — іу 2 п — іру 
利用 式 (1.7) 以 及 a |0) = 0, 

а |g>,,, = sali V2g 十 (и іш)а! 192,» (1.49) 
再 由 式 (1. 23) 马上 得 到 

UR +P) |4), = q 14), (1.50) 

即 |g》 是 转动 了 的 正 交 分 量 / 广 十 岂 的 本 征 态 ,也 满足 完备 性 
Jaa |да! 


1 
Мо? + 2) 


[aa ек| р (eX +P) |: = 1. 


(1.51) 

式 (1.48) 是 介 于 坐标 本 征 态 式 (1. 25) 及 动量 本 征 态 式 (1. 30) 的 
一 个 态 矢 , 34 (и) = (1,0) PF, 式 (1.48) 变 为 坐标 本 征 态 式 
(1.25) 5 ў (иу) = (0,1) 时 , 它 就 变 为 动量 本 征 态 式 (1. 30). 所 
以 称 Du 是 介 于 坐标 表象 与 动量 表象 间 的 一 种 新 表象 . 这 样 ,就 
用 IWOP 技术 简捷 地 导出 了 坐标 -动量 中 介 表 象 %" 91. 

坐标 -动量 中 介 表象 的 Fock 表示 . 

根据 Hermite( 厄 米 特 ) 多 项 式 的 母 函数 公式 


eet = > HAC), (1.52) 
将 式 (1.47) 展开 为 
19и (91 
1 :exp[ Ф фаи ож, 
Jae БУУ e+e ete 
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一 (ар) ia He (Fees) š (а y Е, 
Мт? БУ) mao m! Vee 
(1.53) 
ЖООШ FERET: 
(nla) avva (gq10) 
(205) ` H. (a) [ (и Біда! Т o 
Vr +) > m! tal Мо +) |0> 


Marz] p+iy Їн | 4 ) 
Мо T nl LVEF] "U +] 
所 以 在 坐标 -动量 中 介 表 象 中 粒子 数 态 波 函 数 为 


(1.54) 


q. 
exp] — 579 zy З š 
Wipes [ 20 | ee 


— q _ 
= H, А 
(x(t 40) Jat \ V2 + 2) [Z +¥ 
(1. 55) 


34 (ev) = (1,0) 时 ,从 上 式 得 到 

-2/2 H(z) 
М/к?п1' 

这 就 是 坐标 表象 中 光子 数 态 波 函数 . 当 (w,v) = (0,1) 时 ,就 有 动 

量 表象 中 光子 数 态 波 函数 

- i"H,(p) -#72 "Н, (р) 

е ar S a) e nt 4 


(1.57) 


(1.56) 


(х|п) = (п|х) =e 


(n| p) 


基于 坐标 -动量 中 介 表象 的 Tomography HW, 
另 一 方面 ,从 本 征 方 程式 (1. 50) 及 完备 性 关系 式 (1. 51) ,可 得 


ea = [ва [qi 9 e 


= fazapace, pyese ， 0.58) 
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把 式 (1. 58) 右边 看 作 是 一 个 傅 里 叶 变 换 , 则 其 逆 变 换 是 


An PP gars ae [aaa Жы 
Аср = уш] a] a 1X Гарла? 


EN q — psi 

exp|— ià ( = z cos @— p sin e)], 
(1.59) 

AF: 


X =à +, coso £ > sing= а 


(1.60) 
所 以 从 投影 |q ,ulq | 反 过 来 给 出 Wigner Ж Ж, 或 从 
Clq’ annala 19) HAY Wigner 函数 ,这 就 是 Tomography. 


1.3.3 相干 态 表 象 的 自然 导出 


由 于 受 不 确定 原理 的 制约 ,坐标 本 征 态 |+) 和 动量 本 征 态 |p》 
都 只 是 理想 的 态 , 它们 都 归 一 化 为 8 函数 ,因此 其 物理 应 用 也 有 
R ,而 相干 态 在 近代 物理 中 的 应 用 要 广泛 得 多 . 它 不 但 是 一 个 重要 
的 物理 概念 ,而 且 是 理论 物理 中 的 一 种 有 效 的 方法 . 例如 : 它 可 以 
非常 自然 地 解释 一 个 微观 量子 系统 怎样 能 够 表现 出 宏观 的 集体 模 
式 , 从 而 给 出 量子 力学 的 经 典 对 应 . 在 量子 光学 中 ,相干 态 是 激光 
理论 的 重要 支柱 31, 相干 态 可 以 用 来 发 展 群 表示 论 已 '55. 目前 ， 
几乎 物理 学 的 各 个 领域 都 广泛 地 应 用 相干 态 . 相干 态 这 一 物理 概 
Ж, ЖЕЗЛ JE: Hi ÉE ЛЕ РУ ЛЕ 1926 年 提出 . 他 指出 :要 在 一 个 给 定位 势 下 
找 某 个 量子 力学 态 , 这 个 态 遵从 与 经 典 粒 子 类 似 的 规律 . 对 于 谐振 
子 位 势 , 他 找到 了 这 样 的 状态 . 但 一 直到 20 世纪 60 年 代 初 才 由 
Glauber #1 Klauder # APU? 系统 地 建立 起 谐振 子 相 干 态 ( 或 称 为 
正则 相干 态 ) ,证 明了 它 是 谐振 子 潭 灭 算 符 的 本 征 态 , 而 且 是 使 坐 
标 -动量 不 确定 关系 取 极 小 值 的 态 . 鉴于 相干 态 有 它 的 固有 特点 ， 
例如 ， 它 是 一 个 不 正 交 的 态 因此 具有 超 完备 性 
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(overcompleteness). 又 例如 , 它 是 一 个 量子 力学 态 ,而 又 最 接近 于 
经 典 情况 ,因此 人 们 对 于 相干 态 的 研究 与 应 用 的 兴趣 与 日 俱 增 . 下 
面 ,用 IWOP 技术 讨论 相干 态 . 

REAC. 18), 若 o =o = 1 时 , 则 变 为 


— xy _ py: 
g epf- 2—0 _ ФР), (1.61) 


2r 2 


这 也 是 一 种 正 态 分 布 函数 形式 . 再 注意 到 X = Бар = 


ana! ,根据 IWOP 技术 , 式 (1. 61) 可 分 解 为 
iv2 


р hit узд 1 ipat—atattie—i А 
去: exp[ 2 = +P) 024-1006 ae ip)a |: 


1 1024 руа 1 ipatl: =; 
= сехр AG раат, е | 


exp| 2: 一 ipa | 


/2 
1 1 1 : 
2 去 exp| 一 Ft + PP) + pte + ipa" озсо] 
exp = + 2 +P) +75 ipa] 
oy | 
= эр рс, (1. 62) 
AH: 
lap) = exp| 一 La +p’) зір оз, 
(1. 63) 
这 就 是 正则 相干 态 形式 . 从 式 (1. 19), 易 导出 它 的 超 完备 性 
[2E lepap. (1. 64) 


坐标 算 符 X 与 动量 算 符 互 在 |z, p 的 期 望 值 分 别 是 


(zp| X|x,p) = х, (z,p| P|z,py = р. (1.65) 

可 见 ,正则 相干 态 形式 的 优点 是 提供 了 一 个 表象 ,这 一 表象 把 坐标 

HR SIRAK P 分 别 与 它们 的 期 望 值 x ЯП p 对 应 起 来 ,这 就 

启发 我 们 ,用 正则 相干 态 研究 经 典 相 空间 中 的 正则 变换 如 何 向 量 
子 力学 的 希 尔 伯 特 空间 中 么 正 算 符 的 过 渡 是 方便 的 . 

从 正则 相干 态 rsp) 过渡 到 我 们 熟知 的 相干 态 |z) 形式 , 令 


z= SP RA. 63) 变 为 


|z) = |=,p> = exp[— + |z |? + zat) 10 


= D(z) |0), (1. 66) 
AF: 
D(z) = еч e (1. 67) 
为 平移 算 符 . 易 证 D(z) 满足 关系 
D(z)D(z’) = D(z+ ze", (1. 68) 
рс z) = D” (z) = D(z), D-'(z)aD(z) = a + ж. 
(1. 69) 
|z) 是 无 穷 多 个 粒子 数 的 又 加 
Iz) = r> = |а). (1.70) 
当 用 式 (1.7) 以 及 a |0) = 0,48 |2) BRA а 的 本 征 态 : 
а |2) = z |ж). (1.71) 
ARA. 64), 可 得 相干 态 的 超 完备 性 的 纯 Guass 积分 形式 ， 
dz |z)(z| = fe :erlzl?+zatHz anata ү 
= JE i eoad ү 
= [= bei? аш 1, (1.72) 
x 
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相干 态 是 不 正 交 的 , 易 证 
(zlz) = exp[—F Cle? He! D +2" z]. (1.73) 


上 式 也 可 改写 为 
(x, p|x',p’) 


= exp] 110 2) 十 (p l+ +z 2р7) |. 
(1.74) 
根据 式 (1. 25), (1.30) 以 及 式 (1.71), 得 到 相干 态 的 波 函 
数 为 
к" jae er Ау „ГЕ 
(z|z) = Mexp(— yz — + |z 1° 24е — 5), (1.75) 
2 
(ple) = «exp(— +P — + |z |*—1/7р® +5). 


(1.76) 
也 可 验证 坐标 本 征 态 的 正 交 归 一 性 , 由 式 (1.72) 55 
(1.75) 得 


А 2 
(z'|z) = ке | Szexp[—lz P+ 
/2(х'е-Ех®`) -4 +z 59] 
= кале lim ЕЕЕ |: + 
mij x 


VE(z'z 十 zz ) 一 去 (十 < ] 


„2 , n 2 2 
а о |; 1 Pes Hr’ )t ] 
eS ee ae ырь 


一 3(z' 一 z). (1.77) 
同 理 , 也 可 证 明 动 量 本 征 态 的 正 交 归 一 性 . 


利用 式 (1.72) 与 IWO 技术 ， 很 容易 重 现 著名 的 
Baker-Hausdorff 公式 , 即 
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et ete! = [== : exp[—| z |? + zlat +A) +z (a БА? а?а]: 
= tat leet (1. 78) 
此 外 ， 
gz 
flare" = [& flz)exp[—| z |? + 21+ 2° (a—A)—ata]: 
=e" f(a А), (1.79) 
“tales dz a 2 t š кы 
fae =e = + fDexp(— e | z|?+2t+2z"a—ata): 


=e" f(ae™). (1. 80) 
同样 地 ,有 
е f(at) = f(at е уе“, (1.81) 
利用 式 (1. 14) 与 积分 公式 


[есте + ё: + е" + Ја + вк") 


1 = 1+ёв+ү/ 
== ar ] ав» 


收 生性 要 求 其 满足 Re(S+ f+ e) <o,R (Ë 08.) < 0, 或 者 


“十 了 十 8 
Ве f~ g) < о,ве(—А/Е \< 0, 还 有 
elt eat? 


2 
= [& : ехр(—| z |? +zat+ z`a+ fz’ + gz"? —ata): 


exp[ 一 afaln(1 


ale ) 

1—4fg g 
4fe)Jexp (名声 ); (1. 83) 

以 及 

fa ев? =| 坚 :ep[-lz [Баба f) +z atge —ata]: 
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一 eft” ert Helat ofe, (1.84) 


式 (1. 83) 可 用 于 研究 对 压缩 态 的 量子 调控 . 
1.4 ”有 趣 的 Dirac 符号 的 积分 一 一 压缩 算 符 


根据 上 述 算 符 函数 的 积分 思想 ,可 具体 处 理 ket bra 型 积分 
Vie] dp |p) pl ,其 中 | p> 是 动量 本 征 态 ,看 是 否 能 使 原 有 的 Dirac 
表象 理论 更 实用 ,更 完美 现 利用 式 (1. 30) ,有 

5, = Va fdp |p <P 


Е ÉP i t 
= /到 |aeexp 人 2 +142 рраї + 
t2 2 2 
5) 1901 exp(—4—iv2m+5), (1. 85) 
把 10)(0|=: e : 代入 ,得 
2,2 
S, = [Japexp(— “Z +iVZupat+ 


5 ): е а exp(— 2 —ivZ pa +5). (1.86) 
可 以 看 出 ,在 : e*: 的 左边 是 产生 算 符 函数 ,右边 是 潭 灭 算 符 函 
数 . 根据 前 面 的 性 质 , 整 个 被 积 的 算 符 函数 已 经 是 正规 乘积 形式 ， 
所 以 可 将 左边 的 : 移 到 第 一 个 函数 前 ;将 右边 的 : 移 到 第 三 个 exp 
函数 后 . 根据 性 质 (1) 在 :: 内 所 有 玻 色 子 算 符 相互 对 易 , 就 可 以 将 
三 个 exp 函数 进行 指数 上 的 普通 加 法 ,这 样 就 实现 了 算 符 积分 函 
数 的 c 数 化 .于 是 式 (1. 86) 写成 


S, J= Jao + exf Etly 
i VE p(ua!—a) +FCat—a)* ]|:, (1.87) 
现在 : :内 a 和 at 是 对 易 的 ,可 被 视 为 普通 积分 参数 ,利用 IWOP 技 
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术 积 分 得 
а? a 
S, = hii exp[ 一 2 tanh A+ (sech A—1)ata + Stanh a}: А 


(1. 88) 
A: 


2 
е! = р, ѕесһА = tanha = Ё 一 1 


2u 
1+,’ l+; 
若 要 去 掉 式 (1.88) 中 的 记号 : : ,可 以 利用 式 (1.14) 得 到 压缩 
算 符 


$, = exp(— a tanh А) ехо (ata +) sech à Jexp($ tanh a) ; 
(1.90) 
说 明 经 典 变 换 p 一 pp 用 IWOP 技术 可 映射 出 压缩 算 符 ,这 是 一 个 


优美 的 方法 . 
上 式 两 边 对 参数 4 求 微 商 ,并 利用 下 列 算 符 恒等式 : 


(1. 89) 


ea = (а—2уа%)е"", (1.91) 
ена = (a? +47 a" —4Yata — 2V)", (1.92) 
导出 
As, =— 400 —at)s, (1. 93) 
注意 到 边界 条 件 是 S, h- = 1, 因 此 式 (1. 93) 的 解 为 
g= exp| 一 5-а? -а"›], (1.94) 
根据 式 (1. 90) 的 结果 , 易 得 
5, |0) = sech"/*Aexp(— atanh A), 41.95) 


这 就 是 单 模压 缩 真 空 态 . 另外 ,由 动量 本 征 态 的 完备 性 ,有 
5, |р) = Ми |ар), St 1р) =1/Ve | p/p), (1.96) 


# S = Jaap lool 为 单 模压 缩 算 符 , 且 有 如 下 性 质 ， 
(1) KEH. RB (p| p> = 8(р—р),Ш 
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S, S} = һ|арар' ар) Cup’| 8(р— Р?) 
= [ap 1р›‹р|= 1 = 515. (1.97) 
(2) 压缩 性 . 利用 算 符 恒 等 式 


ée = B+[AÀ,B] + эГА,ГА,В1] + 


ЗАСА А,В ~, (1.98) 
诱导 出 压缩 变换 
Sia St = a cosh à +at sinh À, 
SiatSl = at cosh à+ a sinh А, (1.99) 


这 就 是 著名 的 Bogolyubov Æ $ ЕК), 它 被 广泛 
地 应 用 于 量子 光学 、 超 导 理 论 和 原子 核 理论 中 . 上 述 讨论 表明 用 
Dirac 的 动量 本 征 态 按 式 (1. 85) 构造 算 符 ,并 用 IWOP 技术 积分 后 
就 给 出 诱导 Bogolyubov 变换 的 么 正 算 符 , 即 在 经 典 相 空间 中 的 尺 


度 变换 | р) — up) 能 够 映射 出 量子 么 正 变换 S, X SI = zX, 


SË S] = Рл 事实 上 ,用 Dirac 的 坐标 本 征 态 也 构造 出 单 模压 缩 
RAE 


fæla) = ехр[ а а], (1.100) 
车 经 典 相 空 间作 如 下 的 正则 变换 z, 一 zicosh А + zzsinh А, 
a, —zacosh À + zı sinh 和, 则 可 以 映射 出 双 模 压缩 算 符 . 记 双 模 坐 
标本 征 态 是 |+; ,zz 二 |z1)|z;) ,构造 如 下 积分 型 算 符 并 用 IWOP 
技术 积分 


S, = [еа |х, cosh А + хг ѕіпћ А, z;cosh à + х, sinh А) (x; ,zz | 
= | dride, : exp[— (23 + 23) cosh?A — zi zzsinh 2A + 
V2 (zi cosh à + z:sinh А) at 十 V2 (zzcosh A + z;sinh А) al + 
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М? (хуа, +2202) 一 ‚а! +a)? — F(a! +a]: 


= sech à : exp[ (aÍ а} — aiaz )tanh à + 


(ala, + аја) (ѕесҺА – 1) ]:, (1.101) 
其 中 :用 了 双 模 真空 态 的 正规 乘积 展开 形式 
100) (00|=: tata г, (1.102) 


借助 恒等式 (1. 14) ,得 
S, = exp(af ajtanh А)ехр[ (ala, + 
ala, + 1)ln sech АЈехр(— aiaztanhà), (1.103) 


其 能 诱导 出 下 列 的 双 模 压缩 变换 
Sza, 55) = aicosh А — alsinh À, (1.104) 
S,a,S;! = azcosh А — alsinh А. (1.105) 


根据 式 (1. 103) ,如 果 S, 作用 于 真空 态 100) ,就 得 到 双 模 压缩 真空 
态 
5, |00) = sech à exp(a} а}тапһҺА) |00). (1.106) 

这 些 例子 都 表明 了 :Dirac 的 符号 是 可 以 用 IWOP 技术 积分 的 , 构 
造 有 物理 意义 的 ket-bra 积分 式 并 积分 之 ,就 可 以 从 Dirac 的 基本 
表象 出 发 构造 出 许多 量子 力学 么 正 变换 ,从 而 定义 新 的 量子 力学 
aS. 

此 外 ,利用 TWOP 技术 导出 一 些 有 名 的 么 正 算 符 ,如 利用 式 
(1.25) 与 式 (1. 30) ,对 下 列 ket-bra 积分 有 


Гета, 


= ple : ехр[— а? 十 V2(at 一 ia)z 十 Я (а? — а?) ata]: 
=: exp[— (1 + bata]: 
=e, (1, 107) 


式 中 :N = ata 为 粒子 数 算 符 . e3* 就 是 将 坐标 表象 转变 为 具有 相 
同 值 的 动量 表象 的 么 正 算 符 , 即 
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e#Ñ |z) = |р), en |р) =|—zy|,-,+ (1.108) 
etiket = Р, efRPe $R __ X. (1. 109) 
还 可 以 在 相干 态 表象 构造 不 对 称 ket-bar 算 符 , 如 


2 
dz |2) их | 


2 
= [&: = Éa B 0 +аа! 2" 4*a—ata |: 


А. = щш. 2e aata l: 
“тд : exp| (tar 1)a a] 2 (15110) 
ЩІ р = e 时 , 式 (1. 110) 就 变 为 
Je |z) (pz|= wtexp((1+ata)InsechA]. (1.111) 
Җи = e 时 , 式 (1.110) 就 变 为 
еж = [& Jz) lezl, (1.112) 
HEI. 4 = 1,0 $ = х, Вр 
=й [dz 
е = | С e)z], (1.113) 


这 就 是 宇 称 算 符 . 在 坐标 表象 与 动量 表象 ,也 有 
ont fax lz 2] [чә 1p>« pl, 4.114) 


因此 
e*™ |z) = | ж) ен |z) =|— zy,e"Ñ |р) =|—p). 

(1.115) 
以 上 例子 都 表明 ,原来 Dirac 创造 的 符号 是 可 以 积分 的 ,我 们 
十 分 佩服 Dirac 的 远见 , 即 “ 它 本 身 的 数学 得 到 发 展 时 , 它 将 更 多 地 
被 人 们 所 采用 . ”这 一 事实 也 使 我 们 想起 Dirac 的 另 一 段 话 :“…… 
一 旦 有 了 发 现 , 它 往 往 显得 那么 明显 ,以致 人 们 奇怪 为 什么 以 前 会 
没有 人 想到 它 . ”创造 者 只 记得 最 终 的 解决 问题 的 最 简易 有 效 的 
方法 ,那些 失败 和 犯错 的 经 历 ,那些 awkward 方法 ,都 随 着 时 间 的 


27 


推移 而 淡出 了 脑海 . 作者 回想 虽然 从 1966 年 起 就 注意 到 这 类 积 
分 ,摸索 了 十 几 年 才 找到 了 解决 的 途径 , 深 深 体会 到 作为 一 个 科研 
工作 者 ,如 在 崎 嵌 的 科研 小 道上 知 难 而 退 , 就 会 有 “ 浅 党 辑 止 ”的 
羞愧 ,王安石 在 “ 游 讲 禅 山 记 ” 写 道 “ 世 之 奇伟 鬼怪 非常 之 观 , 常 在 
于 险 远 而 人 之 所 罕 至 看, 故 非 有 志 者 不 能 至 也 ”. 也 使 人 追忆 王 安 
石 的 一 副 对 联 :看 似 寻 常 最 奇 崛 ,成 如 容易 却 艰 辛 .” 


读者 会 注意 到 式 (1. 90) han ata ++ 以 及 式 (1. 103) 


Фаја} алаг satai 十 ataz 十 1 恰好 都 构成 SU(1,1) 李 代数 ,这 是 一 
种 自然 之 美 . 不 少 人 有 认识 误区 ,以 为 数学 推导 是 枯燥 的 ,而 以 上 
我 们 的 推导 表明 对 于 Dirac 符 号 的 积分 是 有 趣 的 . 表现 出 学 术 性 和 
艺术 性 的 统一 ,这 就 是 美 之 所 在 . 狄 拉克 曾经 说 :研究 人 员 以 数学 
形式 表达 自然 基本 规律 时 应 该 努力 做 到 数学 优美 ,他 应 该 把 数学 
的 简洁 放 在 优美 的 从 属地 位 . 简洁 与 优美 的 要 求 往 往 是 同时 发 生 
的 ,但 是 在 它们 不 调和 的 地 方 , 应 该 首先 考虑 后 者 .” 所 以 理论 物 
理学 工作 者 的 论文 作品 应 以 天 籁 为 贵 . 


1.5 一 维 高 斯 扰动 的 能 级 修正 


一 个 量子 谐振 子 的 哈密 顿 量 H = (ata + 5) he 的 能 级 及 
其 相应 的 本 征 态 为 

E? = (n| Й, |m = (+) вә, а.ө) 

W (Q) = N, ЁН, (ад), (1.117) 


Rihin = 0,1,2,…， 归 一 化 系数 为 N, = [туз] se = 


2*x(nt)? 


=. H, (aq) 是 Hermite 多 项 式 
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[na/3] (— D'a! 


= ne d" ё п-24 

H, (6 (—1)"e' Ет > (тст? 7 
(1.118) 
当 谐 振子 受到 一 高 斯 微 扰 A = (4 < 0) , 则 总 哈密 顿 算 符 为 
H, = H, +H’, (1.119) 


Җир ЗЕЛ, EREA 是 一 个 小 扰动 . 


利用 坐标 本 征 态 |z) 的 完备 性 高 斯 积分 形式 ,直接 导出 ex 
的 正规 乘积 形式 , 即 


2 


e 一 ex far 12) (zl 


1 x: expl- (z — : 
= pare pl—(r— Xy] 


i; À ý), 
= aa ' (23 ):. (1. 120) 
将 其 作用 到 真空 态 10) 上 ,就 有 
еб |0) = тет 万 r Jio. (1.121) 


这 是 一 个 单 模压 缩 态 . 将 式 (1. 121) 进行 展开 ,就 得 到 基态 的 有 关 
A 的 一 级 修正 


l+ 10) +45 |25. (1.122) 


原则 上 ,由 式 (1. 121) 可 得 到 基态 的 有 关 4 的 n 级 修正 表示 式 . Ж 
FAC. 120) ,我 们 就 有 在 相干 态 |2) 表象 中 的 矩阵 元 


«2 | ë |>) =" exp( 744%"): |z) 
1 9 [== X [|2612 |? 222° ] 
лға 2 ; 


(1. 123) 
这 里 已 利用 两 相干 态 的 内 积 式 (1.73). 利用 式 (1.123) 和 相干 态 
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的 超 完备 性 | 由 |z) (z| = 1 以 及 下 列 的 数学 积分 公式 


[тен te Студено or, (Red < 0,8 п) 


Ga i 
(1.124) 
dz a on Alei? _ k+l а-н 
ete = (— 1) A k!òn s (1,125) 
能 导出 在 Fock Ж |n) 表象 中 的 高 斯 微 扰 矩 阵 元 
O| Ë” |а) А È |22419) 
аф та" 党 2. 
Se Int “lee exp[ lz | 
2 Аба? Hz) Haz" 
l+ 2G 二 7 ] 
ИШИН ШИШЕ т ы 
а-у ш PETs a29 (77 +s)! 
(1, 126) 


必须 是 一 个 正 整数 ,这 就 给 出 选择 定 则 n” = n + 
2k. 特别 当 n = п 时 , 式 (1.126) 变 为 
- = 1 1+А n/2 1 
(n| Ё’ |а) = =h) P, Ta) (1.127) 
式 中 :P,(z) 是 Legendre 多 项 式 , 它 的 定义 为 


[n/2] 
Lev 
P,(z) 2" У) Gp a(t =) (1. 128) 


п = n', 还 得 到 量子 谐振 子 的 能 量 本 征 值 ED 受 高 斯 微 扰 后 的 
一 级 修正 的 表达 式 


ЕФ = «(п Ñ’ |n) = 16 =— зап 
j G — 2 27*(s1)?(n— 2s)! 


(1. 129) 
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式 (1.129) 是 一 个 精确 的 结果 , 没有 任何 近似 . 对 于 一 些 特殊 情 


况 , 有 
(n| Й In = Fe жд 
接 下 来 ,我 们 给 出 式 (1. 120) 的 另 一 表 式 . 
注意 到 拉 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 


a+n)\(—z) 
L(x) = 
s (z) (5) ЕІ 


的 母 函 数 公 式 为 
GQ — p exp [= i)= Yur А 
就 可 把 式 (1. 120) 表 为 简洁 的 形式 
= DL, 02 Худ": 
其 中 : 求 和 上 标 符号 () 表示 求 和 除了 n = n 项 外 . 


1.6 多 模 指数 算 符 的 正规 乘积 形式 


(1. 130) 


(1.131) 


(1.132) 


把 量子 力学 表象 的 完备 性 改写 为 正规 乘积 的 纯 高 斯 型 积分 形 


式 . 有 助 于 导出 多 模 指 数 算 符 的 正规 乘积 形式 


例如 ,利用 式 (1.72) 与 式 (1. 102) 以 及 IWOP 技术 可 以 得 到 


HIF ехр(/а,аг)ехр(ва! а} ) 的 正规 乘积 形式 , 即 
tat = [taf 
x 


Р tat 
efi% em122 efi% | zl zz 》(Z1 z| eri? 


| ах, d° z, 
д? 


: exp( 一 | 21 |? —| zz |? += al +z: аі — 


ala, — ala, + zí а +22 аз frizz + gzt 21) + 


mpl 7 1— fe 


galal), i [е +аја,) 


}: 


(1. 133) 
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这 里 积分 要 求 Re 一 fg) > 0, 并 已 用 了 积分 公式 


[ъс £ |=|? + 52 + n< ` ) = Fexp (2), Кеё > 0. 


(1.134) 
用 IWOP 技术 与 式 (1.72) 还 可 以 方便 地 导出 
еб“, =: expLat(e? —Dya;]: (1. 135) 
式 中 :I 为 六 Xz 单 位 矩阵 ,这 里 的 重复 指标 表示 从 1-? 求 和 .证 明 
如 下 : 记 12) 为 n 模 相干 态 , 利 用 


etua a Je tu) = allen, (1. 136) 
Al 
eass |0) =|0), (1.137) 
注意 这 里 的 | 0》 s sa 
е2 - fT Jet (ауа, est 7 |0) (Z| 
-[HÚ( )e* Ajaj ed е0, ery; 10) (Z| 


(es єє). expLa}(e®) yz, — ziz? +akz; — ata; ]: 
=: expla} — I)ja;] :. (1. 138) 
再 考虑 怎样 将 S = exp(aicyaj )exp(afy а!) 化 为 正规 乘积 ， 
AP o,t Ben Xn 对称 矩阵 . 为 此 ,利用 IWOP 技术 以 及 在 复 
Hilbert 空间 积分 公式 来 解决 此 难题 . 该 积分 公式 为 
A B 
r= (= Jexp| — == [е A }+ er (4 a 


~ [ele ор ETEN өл» 


式 中 :A,B,C,D 都 是 n X n HE, E B = B,C = ČIR 
(m,z° ) 去 (zi sa 9 Z. Z) sZ2 +°°° =o). (1.140) 
EAD КЖ 3 AT SB LCR 30], X E KEE. 下 文中 我 们 假 
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定 积 分 的 收敛 条 件 总 是 满足 的 . 式 (1.139) 也 可 等 于 


с рту? 1 „ГС 中 у" ] 
r= [et], s]! exp| — J(u [“ й CS (1.141) 


式 中 已 考虑 
у" ч I 
人 
于 是 ,用 式 (1. 141) 及 IWOP 技术 能 将 S 变 为 正规 乘积 形式 ， 
$ = {Ir (29) сава) 12) (Z| exp(atrs af) 


区 pat (S5) exp[— 2/2, tale, Haiz? + 


20ух; +z’ ту] —al,]: 


-Ll YI 


I =y 
РЕСЕ] | (2 )-at: |: (1. 143) 


—2 I at 
A: (Catia) = (al ,al,…,at,ai ,a;，…,a,). 再 根据 矩阵 分 块 的 
ЭЖ ИЗИ ЗЕ РЕЖЕ BE 89 47121 =Ç 
Ë B Г = | (А—ВЮО!С) `: A` B(CA™B — D)" ] 
ср D 1C(BD-:C— А)! (D — САВ)! 
(1.144) 
A B 
а ]- detAdet(D—CA™"B), (1.145) 
ср 
假设 这 里 所 有 矩阵 是 非 奇 异 的 ,能 够 导出 
[ I Еи = [ (1— 4те)! лут] 
—2 І — 20(4t6 — D (1— 476) 
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[ d—4t6)" (I— past 
(1— 476) 02909 (1—4тес)! 
(1. 146) 
基于 此 式 , 式 (1. 143) 进一步 化 为 
5 = [det(l— 470) ]-'/ехр(а (1 — 4r0) t]; at}. 
: exp{al[ 0 — 476) — I]ja; }: ехр{а,[(1— 4те) в],а, }. 
(1. 147) 
此 外 ,利用 式 (1. 138), RC. 147) 中 的 第 二 指数 算 符 可 改写 为 
: exp{at[ (I — 416) — П,а;) := ехр{а}[(1— 476) ],а,). 
(1.148) 
显然 , 式 (1. 147) WAC. 133) 的 非 平 庸 推广 , 作为 式 (1. 147) 
的 例子 , 取 


0 à 0 ол 0 
o= +h 0 中 让 0 中 (1.149) 
0 


0 р 0 0 р 
很 容易 计算 
(一 47G) 一 ‘yaa 
(1.150) 
(一 47G) 一 =т= р, 
1—р 0 Ар 
z 1 
一 - 1 一 
(I -- 4те) Toa =) 0 1 0 | 
Ао 0 1 — Aa’ 


根据 式 (1. 147) 直接 得 到 
exp(Àa,a; 十 oazas)exp( af adj 十 paid al) 


а at 
= ехр|(а,,а,,аз)@ |аг | |ехр|(а},а},а})т|а} 


аз а} 


= 1 Vatat+patat 
= Toa? ТАА рр" ): 
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„ 1 t , , Й 
: exp io pp ti + ala, (АА + pp’) + 


Лаза Hena) 
1 一 MA — pp | 


(1.151) 
再 例如 ,将 W = exp(Kat +a ,a,)exp(K'a t+? atat) 展开 为 正 
规 乘 积 形式 ,在 这 种 情况 下 , 取 


Е БЕ" 


ajasop 十 Moaias 十 Majai] | : exp( 


6/2 0 0/2 0 
可 计算 出 
TA K 8(1—88')/2\ _, 
人 ery к'° )Y | 
а-о = ( K’ и a, 
F(A — 88’) /2 Ko”? 
Y = (1— 68’)? —4KK’, (1.153) 
因此 ， 
W = Ү-!?ехр{Ү"[К'аї?+8&?*Каў+8(1—88')а}а}]}. 
КУГАН 1—88” 2К'8 а\ 
ерү аар ( 2Кё' Parec] 


ata, 一 ao |: exp{Y '[Ka} + &К'аў + 8(1 — 8')а,а,]). 


(1.154) 
当 取 8 一 9 = 0 时 ,上 式 就 变 为 


W [ео 


1 exp( K’ at ): 
T—4KK™\1—4KK’ 


+ exp| (так —1)ata: (те), 
(1. 155) 
结果 与 式 (1. 83) 的 完全 一 样 . 
另外 ,根据 式 (1. 151) 的 正规 乘积 展开 式 也 能 直接 计算 出 一 
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些 态 矢量 的 归 一 化 系数 . 例如 

|A,o = cexp(Aatat+patat) |000), |à]? +lol? <1, 

(1.156) 

AF: 就 是 待 求 归 一 化 系数 . 利用 式 (1. 151) 与 正规 乘积 的 性 
质 ,立刻 得 到 
1 = (А,0|А,0) 

= |c, | (000| exp(A* аа, +o" азаз)ехр(Аа! аі +- раі at) |000) 

x le |° 

~ 1—|Al? 10 
Ж |a |= (1—|А|5*—|о|%)!?.?Ң ep = 0,А = tanhr В, с, = sechr, 
于 是 式 (1. 156) 变 为 我 们 熟知 的 双 模 压缩 真空 态 . 另 举 一 例 : 
|) = cexply(a?+at?+at?—af a} —a}at—atat)] |000) 


al 


(1.157) 


一 czexp|(al,af,af)M| af| |1000), (1. 158) 
a} 
式 中 :cs 是 待 求 的 归 一 化 系数 ,7 为 实 参数 ， 
1 —1/2 —1/2 
m= r-n 1 ти) (1.159) 
一 1/2 —1⁄2 1 


利用 式 (1.151) 直接 得 到 
1= (YI) 
= |c: | [det — 407) J? = |с;|%/(1— 97), (1.160) 
所 以 归 一 化 系数 为 |c |= (1 — 97)”. 可 以 看 出 , 若 没有 式 
(1.151) 的 结果 求 出 归 一 化 系数 |c | 是 很 困难 的 . 
最 后 ,分 别 利用 坐标 表象 与 动量 表象 的 完备 性 以 及 IWOP 技 


术 导 出 exp(XAmX。) 与 exp(POmP，。) 的 正规 乘积 形式 ,这 里 人 ， 


DBE n X n 对 称 矩阵 . 首先 利用 双 模 坐标 表象 完备 性 求 出 eA 
的 正规 乘积 形式 , 即 
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ek, = fax: drze"? |x, s22) (21,2| 


Ах 
fee $ exp| тї — тї +22 (at +a, +E} 


Уба} +a) — F(a} +a): — Fa} +a |: 


2 ee P+ at) exp ©! 十 az)(af lta) | 


к= 2 RY 4— 2 
Л? 2 2 2 
«каз [кеш] ала 


类 似 地 ,利用 动量 表象 完备 性 求 出 A 的 正规 乘积 形式 
= [арарень [ра ba) Pris Pol 
Ка 2 — А (а 4+ at?) à? (ala, +ata) _ 
Шл= exp| 2042?) ] exp| 4 二 天 


22,2 2 
21а) каш ei) ]: exp[ eh |, (1. 162) 


对 于 多 模 坐 标 与 动量 的 完备 性 可 表示 为 
[EIDE dz =drdedz,, 


|Z) Slarsze0 520), Xi (£) = z, |z) (1.163) 
[ар B= 1. ар =арар-др,. 
|B) =| pispe Pads Pr 1р) = p |р) (1.164) 
A 
exp(XAmXn) = Геге. [2962 
= = [тет 2 : exp[— хх, +У2 z,(al + а) + 
ZA tn Xm — ХІХ] 
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= faze : exp[— xz, (I — A) mEn + 
2=,X, = Х.Х.) š 
= [det(I— А4) 17 + 
: exp[ 一 KI— ABR, = Х.х] ty 
(1. 165) 
和 


exp(P.QmPn) = 72652 РҮ 


= [тр  ехр[—р(@—Оыр„ +2p,P, — PP,]: 
= [det I — Q): , 
: exp[— P, I — QZP, — Р,Р,]:. (1.166) 
这 里 已 要 求 1 一 A 与 1 一 2 都 必须 是 正定 的 ,并 已 用 了 下 面 的 积分 
公式 
[arzexp[— ZN mEn + V,z,] 


三 ЕА N=N, (1.167) 
式 中 :N 是 一 个 正定 的 n X n ЖЕ. 


1.7 反正 规 乘积 算 符 内 的 积分 技术 


算 符 的 反正 规 排列 在 量子 统计 力学 的 密度 算 符 理论 及 量子 光 
学 中 相当 有 用 . 一 个 密度 算 符 p 在 相干 态 |z〉 中 的 c 数 展开 称 为 
Glauber-Sudarshan P 表示 5 
_ [4 


p= = Pt) [2)<2|, (1.168) 


一 旦 知道 p 的 反正 规 排列 就 相当 于 知道 了 其 P 表示 . 下 面 , 求 2 的 
反正 规 乘 积 展开 . 为 此 ,引信 反 正规 乘积 ( 记 为 :: ) 的 若干 性 质 ( 注 
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意 到 反正 规 乘 积 的 定义 就 是 将 所 有 的 产生 算 符 at 都 移 到 所 有 渣 灭 
算 符 a 的 右边 , 它 与 正规 乘积 的 定义 如 同 左右 手 那样 是 地 位 等 价 
的 ,因此 在 :: 内 部 玻 色 算 符 的 性 质 与 在 :: KAO BPO, 

(1) 在 反正 规 乘 积 内 部 玻 色 算 符 可 以 对 易 . 

(2) c 数 可 以 自由 出 人 反正 规 乘 积 记 号 :: . 

(3) 可 对 反正 规 乘积 :; 内 的 < 数 进行 积分 或 微分 运算 ,前 者 
要 求 积分 收敛. 

(4) 反正 规 乘 积 :; 内 的 反正 规 乘积 记号 :: 可 以 取消 . 

(5) 反正 规 乘积 : Wi 与 反正 规 乘积 :V : 之 和 为 ; 凤 十 V :. 

(6) 真空 投影 算 符 10》《0| 的 反正 规 乘积 形式 是 


|0)<0| = x8(a)8(at) = | dé edt, (1.169) 
事实 上 ,用 正规 乘积 内 的 积分 技术 ,有 
n8(z—a)8(z" —at) = | Sheree erat et ob 
-/< ; elitat" абаб, 
=: e bo g; 
= |2)(=|, (1. 170) 


当 取 z = 0 时 ,上 式 就 是 式 (1. 169). 
Mehta 曾 给 出 的 一 个 由 2 求 P (z) HAF. 


2 
pG) = e's" | ŽE p| оер |? 8—87), 


(1.171) 
其 中 : |) 是 相干 态 ,注意 这 里 有 «—®&”* 是 个 纯 虚 数 , 故 此 式 可 视 为 
傅 里 叶 变 换 . 考虑 式 (1. 171) 与 式 (1. 170) ,可 以 把 式 (1. 168) 改写 为 


* 
p= [|р [226] 
х 
= ФВ ЖД ШЕЕ 121248" «8:2 fe ia) i" (2° ~at) ; 
= [9-а pipe” [Le [е-е : 
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一 f LR p о 18е? : [еи 


dz 2 г: t wee +1: 
元 。exp[ 一 |z |? + (8° —i€+at)z4+ (а —– 18° — Вх" ]:, 
(1.172) 


然后 用 反正 规 乘 积 内 的 积分 技术 对 上 式 中 的 电 z 与 时 上 积分 ,并 利 
用 积分 公式 (1. 134) ,得 到 


p= | : Cel p lDex Bl +B'a—Mttatadi, 
(1.173) 
这 就 是 范 洪 义 首先 得 到 的 密度 算 符 p 的 反正 规 乘积 展开 式 . 它 告 
诉 我 们 ,一 旦 о ЕРЕС В| p 18) 已 知 ,就 可 在 :: 内 积分 
直接 给 出 o 的 反正 规 乘 积 形式 . 特别 地 , 当 p = 1 时 ,有 
1 | LP: exp(1 B|?+8"a—Bat+ata) i. (1.174) 
根据 前 面 的 式 (1. 14) ,可 以 知道 
(— B| eè" |B) = expl— +e) |8 [2], (1.175) 
代入 式 (1. 173) ,得 到 ече 的 反正 规 乘积 展开 形式 


ete = [®: exp(— е! | 8|? +8" а – Ва -аїа) : 


=e“ texp[(l—e“)ata]:. (1.176) 
再 例如 


з 
et er 


= | SE ерсе + a — fat + oft + AB ata) 1 


1. Гоа Аа" > Li 275 
===: °| 1— 40А +(1 iia) ali, 


(1.177) 
进一步 用 式 (1. 176) 可 将 式 (1.177) BH 


2 
etet = VI 4оХехр(ү ©су )explataln(1 — 404) }- 
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exp(7445). (1.178) 


最 后 ,考虑 多 模 情况 ,如何 将 G 二 exp(akfy а})ехр(аса,) 表示 成 
反正 规 乘积 形式 ( 式 中 0,1 都 是 xn X n WEE). 很 显然 有 
<— В, ’ mn —B,| G IB, ‚В; ttt Ba) 
= exp(— 2 | В, |? + Bi tab? +BosB;), (1.179) 
再 根据 式 (1. 139) 与 式 (1. 173), 有 


c = | (SË) iee[—I8 1° + Ba, ав + 
Br taB? +BoB; Бай; ] : 
= (88) peo „(+ 


i=l 


(一 at,a) i )+ ata | H 


I — 27\ 7 
= [aet( ee OF )] : exp| 一 言 (一 aha) 。 


(re en 


= [det(I — 46r)] !2exp(a [U — 470) @],,a;} • 
; exp{— al — 476);а, -аја,) i + 
exp{a![(I—4te)"'t], a}}, (1.180) 
式 中 :(8,8" ) = (B shest Ba Bi ,Bi B; ) , (一 at,a) = (al, 
aly, —at,a, yaz san). 
金 代 文学 家 元 好 问 在 谈 到 诗歌 创造 时 写 道 :“ 眼 处 心 生 句 自 
神 ,暗中 摸索 总 非 真 . 画图 临 出 秦 川 景 , 亲 到 长 安 有 几 人 ?” 可 以 作 
为 我 们 研究 理论 物理 的 借鉴 ,研究 理论 物理 光 有 概念 是 不 够 的 , 需 
要 亲自 做 数学 推导 ,尤其 是 独创 更 需 有 自身 计算 的 体验 ,要 “ 亲 到 
长 安 ”, 否 则 就 会 弃 其 本 而 逐 其 末 , 有 流 于 主观 腾 造 的 危险 . 只 有 经 
历 了 数学 推导 (咀嚼 了 真 味 ) 才 会 对 物理 概念 与 原理 有 真实 感受 ， 
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“学 诗 齐 有 惊人 旬 ”, 而 进入 到 一 种 境界 . 只 有 对 Dirac 符号 做 过 积 
分 ,我 们 才能 真正 理解 它 . 人 之 无 基本 功 者 ,在 理论 物理 界 谓 之 无 
Ж ,无 格 则 无 术 , 所 谓 赛 学 之 辈 , 则 多 性 狂 ,这 就 是 为 什么 有 的 人 无 
真 本 领 , 却 还 夸 夸 其 谈 . 因此 ,扩展 研究 生 的 数学 能 力 与 视野 ,强化 
他 们 的 基本 功 ,鼓励 他 们 发 明 新 的 数学 物理 方法 ,不 但 能 使 他 们 避 
免 犯 基本 性 的 错误 ,也 是 让 他 们 一 步 一 个 脚印 地 面 对 生 活 与 工作 ， 
体会 做 真 才 实学 之 难 , 鄙 视 科 技 造假 之 丑 , 在 科研 中 不 求 侥幸 ,做 
一 个 老实 人 . 清 代 桐城 派 代表 人 物 刘 大 魁 在 “论文 偶 记 ”中 写 道 : 
“ 凡 文 , 笔 老 则 简 , 意 真 则 简 , 辞 切 则 简 , 理 当 则 简 , 味 淡 则 简 , 气 蕴 
则 简 , 品 贵 则 简 , 神 远 而 含 藏 不 尽 则 简 . 故 简 为 文章 尽 境 . ”能 传世 
的 理论 物理 工作 ,如 Dirac 符号 法 及 IWOP 技术 就 是 意 真 辞 切 的 ， 
神 远 而 含 藏 不 尽 的 . 本 章 最 后 总 结 一 下 对 Dirac 符号 积分 的 成 功 
所 带 来 的 优点 : 

CL) 给 出 了 经 典 变换 到 量子 么 正 变 换算 符 的 捷径 ,可 以 发 现 
很 多 新 的 么 正 算 符 ,为 量子 调控 提供 新 思路 . 

(2) 在 不 能 用 群 论 的 地 方 发 挥 作用 . 

(3) 从 纯 数 学 的 观点 看 ,是 牛顿 - 莱 布 尼 效 积分 的 一 个 新 发 展 
方向 ,可 以 简捷 地 导出 很 多 新 积分 公式 与 新 算 符 恒等式 . 

(4) 用 不 同 的 算 符 编 序 方案 ,对 同一 个 积分 的 结果 表现 形式 
不 同 ,适用 于 计算 不 同 的 物理 量 . 

(5) 可 以 找到 很 多 新 的 有 用 量子 力学 表象 ,有 利于 求解 很 多 
动力 学 方程 ,尤其 是 建立 连续 变量 的 纠缠 态 表 象 可 以 阐述 很 多 与 
量子 纠缠 相关 的 物理 问题 . 

(6) 可 以 发 现 很 多 新 的 有 望 可 物理 制备 的 有 特殊 物性 的 量 
子 态 . 
(7) 揭示 量子 力学 理论 深层 次 美感 , 它 是 天 籁 之 美 . 

(8) 降低 人 们 对 量子 力学 数学 物理 的 神秘 感 和 过 度 的 抽 
象 感 . 
(9) 有 效 地 促进 了 量子 光学 理论 .以 及 经 典 光 学 与 量子 光学 
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的 相互 渗透 . 
(10) 丰富 和 发 展 了 量子 相 空间 理论 与 量子 Tomography #. 
TWOP 技术 的 发 明 使 作者 偶而 也 会 玩味 狄 拉克 的 另 一 段 话 : 
“…… 一 旦 有 了 发 现 , 它 往往 显得 那么 明显 ,以 致 于 人 们 奇怪 为 什 
么 从 前 会 没有 人 想到 它 .” 
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第 2 章 Weyl 编 序 算 符 内 积分 技术 
发 展 Dirac 符号 法 


狄 拉克 曾 对 某 记 者 表示 ,Weyl 的 天 分 高 到 他 也 不 能 理解 . 本 
章 用 IWOP 技术 分 析 与 发 展 量子 力学 的 Weyl 对 应 . 


2.1 用 IWOP 技术 导出 Wigner 算 符 的 坐标 表 
象 表示 


在 量子 力学 中 ,由 于 Heisenberg 不 确定 原理 的 存在 ,不 可 能 
同时 确定 粒子 的 坐标 zx 和 动量 ,因而 在 xz-p 相 空 间 中 难以 定义 
一 个 可 以 解释 为 几率 密度 的 分 布 函数 . 然而 , Wigner 首先 引入 了 
一 个 函数 , 其 形式 类 似 于 经 典 的 准 几 率 密度 , 称 为 Wigner 
函数 "9 

对 于 任 一 态 |) ,定义 其 Wigner RAHA | Alr, p) | 2) , FAK 
(1.21), 式 (1.22), 式 (1.24) 以 及 式 (1.29) 有 


Јаре aep 19) — Go ° (2.1) 
和 
[ас Alz, p) | 办 =| op) |°. (2.2) 


这 就 是 Wigner 最 初 的 思想 55 : 即 在 zx- 之 相 空间 中 建立 一 个 函数 
W(z,p), 它 的 边缘 分 布 分 别 为 在 坐标 空间 和 动量 空间 找到 粒子 
的 几率 ,因此 我 们 可 以 断定 A, p) 就 是 Wigner Ж}. 

由 IWOP 技术 ,可 以 将 式 (1. 20) 的 Wigner 算 符 改写 为 


= i i = kp Py? , 
А(х,р) = е 
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一 [а : ete ite Pre grt) ү, (2.3) 


再 利用 [ 义 ,P] =i, (h = 1) 以 及 Baker-Hausdorff 公式 
еде? = ей+ВеїА.В], [A,[A,B]] [B.[A, By) =o, 
(2.4) 
А(х,р) = | Pe be 


dudv iw р Sree ИЕ: 
=Í n ere iP(x/2) е Marya q, іРСЫ/2) | (2. 5) 


进一步 ,用 её) |z) =|z 十 w2》 和 | de tebe = ë(z— Х) = 
|2) х1, ERREK 


ао 45 ЕГ 
А(х,р) = ете iP(v/2) |zy(=| е iPCv/2) 


2 
+205 > 


do ipv 
z | 2х° 


这 就 是 Wigner 算 符 的 坐标 表象 形式 ”各 .由 此 导出 


tr [AC(z’,p’)AC(z,p)] 
z SE = a 


, (2.6 


м 


= farf dv ie (а" 
2n 


. 


” 


| ge #+{ )(#-{ 2) 

(2—57) 

тоннаи аз) н) 
= 802—298 р), (2.7) 


并 从 任意 算 符 的 展开 式 (1. 16) 可 见 
QntrlH(X,P)ACr, p)] = antr| [ара C2’ pA’ pI A(z, »| 
= h(z,p) (2. 8) 


它 表 明 如 何 由 НОХ,Р) 求 出 АС, р). 利用 式 (2.6), 上 式 也 可 
写 为 


hlz, p) = for( =- zl H(X,P) 


at ¥ Jiv (2.9) 


Б ЛС, p) 称 为 算 符 HA, P) 的 Wigner HE, 
根据 式 (2. 6) WAR, Weyl 对 应 式 (2. 9) 的 逆 变 换 为 


(2-3 uk, 


2+5 六 | AP eh (ep), (2.10) 
或 
《z| НОХ, Ё) | 2’) = [екон p). (2.11) 
利用 坐标 表象 的 完备 性 ,对 式 (2. 11) 左 乘 | dz |x), ARa l, 
又 可 恢复 Weyl 对 应 式 
н, Р) = [ааз |29627] [9-0 (ЖЬ) 


0 v 
я 


= Japan се, paces). (2.12) 


= [врага се, pf Ber 


2.2 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 


在 量子 力学 中 由 于 坐标 算 符 X 与 动量 算 符 巨 AME ,故而 经 
BB h(x, р) 过 渡 到 量子 力学 所 对 应 的 算 符 HX, P) 不 是 唯一 
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的 ,1932 年 , Weyl 给 出 了 一 种 现在 称 之 为 Weyl 对 应 的 编 序 
Fret), 


z" > (+) > (вех, (2,13) 
实际 上 它 是 Weyl 对 应 的 结果 ,这 一 点 可 以 利用 式 (2.8) 和 (2. 6) 
RE (FY У (7) PR 的 经 典 Weyl 对 应 来 看 出 , 妈 


+5) 


= эрх" fanem аре ри 
= x" [арас = рәр" 
= х"р". (2.14) 
引入 记号 ; :来 表示 Weyl РЕП Ө! , 式 (2. 13) 的 右边 就 是 Weyl 
编 序 好 了 的 ,可 写成 
ЧЕ ке О (ее 


1=0 


(2. 15) 


值得 注意 的 是 在 ; :内 部 义 与 户 是 对 易 的 . 这 就 像 玻 色 算 符 在 正 
HRE :: 内 是 对 易 的 一 样 ，: aat :一 : ata :二 ata. 这 样 就 有 
(+) DR BR RB" i ол 


47 


由 式 (2. 15) 与 式 (2. 16) 可 见 , 要 将 ; Х"Р" ;外 面 四 点 去 掉 , 则 必 
须 先 将 其 写成 Weyl 编 序 形式 . 
于 是 ,利用 式 (2. 16) ,就 可 将 式 (2. 14) 简化 为 

2rtr[; X=P" i А(р,х)]= z"p", (2.17) 
并 根据 式 (2. 12) ,有 

p XB" i = [apdzace.pr2"9", (2. 18) 
从 而 可 以 看 出 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 

Alz, p) = : 8(z=— X)8(p— Р) +, (2.19) 
这 是 一 个 很 容易 记 住 的 公式 , 即 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 是 》 
函数 ,因为 它 简洁 , 故 很 有 用 ,文献 中 也 称 为 Wigner 算 符 的 范 氏 形 
RMI, 根据 式 (2. 19), 它 对 于 zx ЯП p 的 边缘 积分 又 表示 为 


fazatz, p> faz рабе Хр Р) i = iagi 
(2.20) 
和 
[apace р) = fap рас ар Р) = 1д(х— Ж) i. 
(2.21) 
再 联合 式 (1. 24) 与 式 (1. 29) ,有 
|ру‹р|= tree: рар Pi, — (2.22) 
x 
和 
БЫ ree: dr Ri (2.23) 


同样 的 ,根据 式 (2. 8) 与 式 (2. 6) ,也 可 以 求 出 算 符 енй 的 经 典 
Weyl 对 应 
z+ 车) 


2rtr[eiPHX A(z,p)] = Јан 工 一 


е! eX 
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= Э Gu)" г, ip’ EED faep" 


n=0 nl 
= eme D) E Га)" (р-р +t 5) 
= ент, (2. 24) 
因而 ,有 
aedzerAacr， p) 一 нї, (2. 25) 


另 一 方面 ,由 式 (2. 19) ,得 
[араг ace, p> = aaazerw i 8Cz 一 广 )8Cp Р) | 
= ler ; (2.26) 
从 上 面 两 式 ,我 们 有 趣 地 发 现 算 符 i Ht 的 Weyl 编 序 就 是 它 本 
身 , 即 
plese susto (2, 27) 
最 后 ,从 式 (2. 18) 可 知 , Weyl 对 应 此 时 就 可 以 写 为 
H(X,P) = [apa h(z,p)A(p,.z) = АХ,Р) :, 
(2, 28) 
上 式 说 明了 一 个 已 经 Weyl 编 序 好 了 的 算 符 ; ACK, P) ;的 经 典 对 


应 函数 能 够 直接 地 由 替代 义 一 x,P — p 而 得 到 . 此 外 , 根据 
Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 (2. 3) 与 Weyl 对 应 规则 ,能 够 很 容易 
导出 一 些 算 符 的 正规 乘积 形式 . 例如 经 典 电流 密度 为 


j@)=p= Озар, (2.29) 


式 中 :p(x') = 08(х—х') 表示 位 于 xz 的 电荷 密度 ,Q 是 电量 ,v= 
p/m 是 它 的 速度 . 根据 Weyl 对 应 规则 ,电流 密度 算 符 应 该 是 


jG ~ 了 三 [aadz Q3(2—2')patz,p). (2.30) 


49 


将 式 (2. 3) 代 人 上 式 并 积分 ,有 


j = ire eB ps, (2.31) 
тут 
再 利用 已 = 10а — а) / (2,202.31) BH 
fo iQ Гаї: en? yg gh? , 27 
29т 
_ _iQ [= : е0 р: Ce , Хы) 
2xm V2 V2 
-Q CÊ: er :十 : e-o? : Р] 
2/xm 
= Zia’ — OP + Рас’ — 301, (2, 32) 


这 里 已 经 考虑 了 : е" :二 |z (а | = /хё(х' — X), A X 
:ej X RC. 32) 与 文献 [45] 的 结果 吻合 . 


2.3 AA XP 的 Weyl 编 序 展开 形式 


Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 . 给 出 了 把 算 符 排 为 Weyl 序 的 


新 方法 , 例 :根据 式 (2. 8) 与 式 (2. 6) ,计算 出 X"P" 的 经 典 Weyl 对 
应 [4] ， 


2ntrLX"P" A(x. p)] = Jae (= ey (= 2 | 
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oS (oor Slay 


j=0 了 = 
min күй P (m\. eget) 
= > (+) ()( ete ip™i, (2.33) 


由 式 (2. 12) 与 式 (2. 19), 有 


Х"Р' = [шш S (+) CG) lipi (psx) 


min(ry»m) °, r 


L 
5 
Е 

М 

Ер 


("yi Парт) : 8(z— арР) } 


j=0 
min(r,m) . 
iay? mir} : утур): 
< (z) портр Х НЯ 
min(r,m) . ; 
i\’ mir! 
= > (z) Mapio Va (2. 34) 
式 中 已 令 
Wor = ; AP }.` (2.35) 


式 (2. 34) TERE X” Pr 的 Weyl #š PF JE ЖЕЕ s , HAKEKI 


iy mìr! t 
— т: ы Я 2. 
> ( z) jit ртр ш 
根据 式 (2. 34) 的 结果 ,得 

ХР = Wi, ж.а, Woo = 1, (2.37) 

XP = Wii +iWio, (2. 38) 
X P = Wa, +2 一 у , (2. 39) 
Ñ: Ë: = W, , + 3iW,, — +W... 7 (2. 40) 
PX? = №, — 3iW,., 一 SW... (2.41) 
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考虑 到 双 变 量 Hermite 多 项 式 的 定义 


me т\т! С 19127161 


Hmn С," ) II DI Dt’ 


将 式 (2. 34) 改写 为 
а Хә" iv2 Р)" 


min(r+m) (_Dimtr! р 2% о Чр 
шр с=т отаю) 


= į HCVZ 广 ,iV2ZP) +, (2. 


这 是 一 个 新 的 算 符 等 式 . 根据 Hne (EE) 的 递 推 公式 


Hmi (EE) + nH EE) = E Hn Erb"), (2. 


可 以 直接 得 到 
Hmn. V/2XsiV2P) i+ri Н, W2X,iv2P) : 


= iv2 : PH,,,W2X,iv2P) i, (2. 


结合 式 (2. 43) 就 有 


(2. 


42) 


43) 


44) 


45) 


(2 X)"(2iXP +r) Р) = i,/2 : PH,,,W2X,iv2P) {. 


(2, 


可 以 进一步 验证 式 (2. 43) ,根据 Hnn EE) 产生 函数 


e 


-zr Hmn 06,6") = exp( 一 tt’ +té+té*), (2. 
т\п! 
Haa (EEO = Бекр HEHE) | -ons 
(2. 
以 及 式 (2. 43) ,可 以 看 出 
ek eh ss "= жыр 
к. alri 


A күлү" ri JPK, 2 Ë) : 
zels 一 Dr i Ha 2 X,i 2 P) : 


ко т\п) 


l 
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iexp (3 +2X+2'P)i (2. 


46) 


48) 


49) 


另 一 方面 ,根据 式 (2. 27) ,直接 有 
ek er? = ep (EE БВ) : exp(#E Tzk +Z Р). 
(2.50) 
从 而 说 明了 式 (2. 43) 结果 的 正确 性 . 
最 后 ,根据 式 (2. 43) 与 Weyl 对 应 规则 式 (2. 28) ,有 


ОХ)" аР = Јазарн..„ 22,102 py aC, р) 
(2.51) 
根据 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 ,又 可 进一步 给 出 其 正规 乘积 ， 
将 式 (2. 3) 代 人 上 式 并 用 式 (2. 48) ,得 到 
(2 X)" 2 Р)" 
= L аган...) + exp[— Се Å? — (p — РЈ: 
= Soar |dedp : exp[— tt’ +/2xt +Zipt’ — (x — K: — 


(p— P)?] |,- =o 


ae 
一 wa : exp(5 +V2¢X)H ({#—-=): а 
= 20) el aty 


24 Хат ІР + 
јан (Р) 


— 1)”m ! Š r ~ 2 
= = (шпик BC Юн ар) з, 
t=0 * 


=о 


m—l 
(2, 52) 
式 中 :已 利用 了 有 关 单 变量 Hermite 多 项 式 的 公式 
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H, (z) = Bexp(—# + 2tz) |,-0， (2. 53) 
а _ _2т\} 
(а;)н-ю = Gayle)» (2.54) 


所 以 


кыр, — Сет! r б ES 
oe Qin" > ° н UO Hee Р) 


(2. 55) 
同样 地 ,从 式 (2.43)、 式 (2.48) 与 Weyl 对 应 规则 ,有 
Со Хә" VEP) Jt 
= (12 РУХ)" 
= [: Hn 2 K.i/2 P) i]! 
jaedzH Zz, —iV2p)ACp,z) 


LfapdzrHn (Zz, —iV2p) te RpP)? , 
mtr , 2 Ў P 
z 5957 [44р i eBze Vaip (eh) pP)? ШР) 


_ C D”m1 < | r 
1=0 


Је" H, iB, C ib) +, 


(2.56) 
因而 ,就 得 到 PX” 的 正规 乘积 形式 


orem _ С "т! r 1, = “By , 
BK шу PM nay WC 1X) mnu (— iP) +. 


(2.57) 
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2.4 任意 算 符 的 Weyl 编 序 展开 公式 


2.4.1 ЖЖ Gata) HAR Weyl 对 应 的 一 般 公 式 
根据 积分 公式 
| Eee [z+ =+ё) = 1р(28), Кеє >> 0, 
(2. 58) 
以 及 文 = 应 + 与 已 一 р 0:0. 3) 变 成 


А(х,р) = L : exp[— 2(a* 一 at)(a 一 a)] : 


= [fos e- |z |? +2" (a — a) — zla" —a5 |: 


> exp[z" (a — a) — z(a* —at)] 
= A(a,a"), (2. 59) 
其 中 ,a = grt ip). 另外 , 式 (2. 59) 也 可 改写 成 另 一 积分 形式 


A(a,a*) L : expl 2(a* 一 af)(a 一 a)] : 


= |S : exl- |z |? + (a+ z)at+ (a" —z")a — 


ata +az" —а' —|a|?]:, (2. 60) 
后 考虑 到 10)(0| 二 : е: 以 及 相干 态 |z) = exp( 一 |z|?/2 + 
zat) |0), 式 (2. 60) 变 为 


2 ` .` 
Alaa") = [= [а х) а z| еч" (2.61) 


这 就 是 范 洪 义 首先 给 出 的 Wigner 算 符 的 相干 态 表象 形式 . WEE 
Xt Ala,a* ) fE Pa 积分 , 则 有 
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2 daaca,a" ) = 2 аа rete bee :一 1， (2,62) 
x 

所 以 ,任何 一 个 算 符 Glat, a) 可 以 用 上 述 完备 性 展开 
G(at,a) = [ав (а „а)А(а,а” ). (2. 63) 


实际 上 , 式 (2. 63) 与 式 (2. 12) 等 价 , 只 是 形式 上 不 同 而 已 . 
对 于 式 (2. 63), 如 果 两 边 取 其 相干 态 矩 阵 元 并 用 式 (2. 59) 以 
及 (一 z|z) = ell” ,有 


(— z| С(а!,а) |2) = af аа =] gla’ ,а)Д(а,а") |=) 
2 [2 . 26а" —at) (ea) 
=2fa ав ба" sa) (— zl: е (| 


= 2 аав саз „ае? 70 6210 (2, 64) 


由 于 exp[2(az* 一 za")] 可 以 看 成 一 个 健 里 叶 变 换 核 , 所 以 
(2. 64) 的 反 变 换 是 


2 . . 
g(a" ,a) = ден f 和 (一 z| G(at,a) |2)е 2 —= ›, 


(2. 65) 
这 就 是 寻找 算 符 GCat,a) 经 典 对 应 的 一 般 公 式 . 只 要 知道 了 算 符 
G(at,a) 的 正规 乘积 表示 , 则 相干 态 下 的 矩阵 元 (一 z| G(at,a) |z) 
立即 可 得 ,再 由 上 式 就 可 得 到 相应 的 经 典 对 应 . 
例如 ,可 计算 算 符 atra" 的 经 典 对 应 gila ,a): 


? * . 
gi(a" ,a) = zere f Cec z] at™q" | 2) е2 ee") 
= 2( 一 pres f Фа la ner tir tar" ra") 
x 
1 min 
= (FF) н.о" zo, a Rs 


这 里 Hnn (GE 是 双 变量 厄 米 多 项 式 并 已 用 了 相关 的 积分 公式 


56 


2 
B. = t re] Seexp[ |z] pe pe ze]. 


(2.67) 
根据 积分 公式 (2. 58) ,可 计算 算 符 еч =: её s 的 经 典 对 应 
&2(a" ,a): 


2 fone 
в.а‘ ,a) = 2er f {а шн e-Data : |z) enter” -e › 
2 
= Ес +1) |z |? —2(az" — za * )] 


2(e — 1) 2 
rael Si 1818]. (2. 68) 
此 外 , 式 (2. 65) 可 以 改写 成 
g(a" ,a) = ?zxtr[ cdotaoe | Фа |z; — z| a, 


(2. 69) 
利用 积分 公式 (2. 58) 和 相干 态 |z) = exp( 一 |z|*/2 十 za1) |0), 
考虑 |O)(0|=: e" : ,可 证 明 


2f dz „сел 
е2! | = |z) (— z| eter” 70 


_ [dz 


= exp[—|z |? + (a + z)at+ (a* —')а— 


ata +az* —za* —|a |°]: 


+ : ехр[— 2(a* —at)(a—a)]: 


= Д(а,а'), (2. 70) 

上 式 左 边 就 是 Wigner 算 符 的 相干 态 表象 中 的 另 一 种 形式 . 所 以 ， 
由 式 (2. 69) 与 式 (2. 70) ,看 出 式 (2. 63) 的 逆 变 换 

g(a" ,a) = 2ntr[G(at,a)A(a,a* )]. (2.71) 


2.4.2 任意 算 符 的 Weyl 编 序 展开 公式 
根据 式 (2.65) 和 式 (2.4) 可 以 计算 出 平移 算 符 DP = 


57 


еї а 的 经 典 对 应 
g(a" ,a) 


{4 . се 
= 2e!" [E-i fata’ а |zye Ке e 


212 а = 1 ee 
= 26211-18 al = (一 z| eteta |z)e er" re") 


= детн f Фаг 2 |z |! —2(az* —za")—z" B— 8" z] 

= e, (2.72) 
由 式 (2. 63) ,有 

efter а 一 2[аадса,а" ye Pe, (2. 73) 


另 一 方面 , 根据 式 (2.27), 并 考虑 X =“ tat),P = a 
(a 一 at), 有 

toe о: рата р (2.74) 
ARC. 73) 5202. 74) пря, Wigner ###f Л(а,а") 的 Weyl 编 序 
形式 为 


A(a,a*) = + : 8(at—a* )8ё(а—а) }. (2.75) 
将 式 (2.75) 与 式 (2. 65) 代 人 式 (2.63), 有 
G(at,a) = 2| dag ауа" ACa,a* ) 
= [ва  8ба-—а")8(а a) }2е”“". 
dz 


< =l С(а!,а) | zener” 672 
2 ry š 
=2i| ËZ zl Glata) zye р, 


(2.76) 
这 就 是 范 氏 给 出 的 将 任意 算 符 化 为 其 Weyl 编 序 的 一 般 公式 ,可 见 
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Wey! 编 序 符号 的 引入 十 分 必要 . 特别 Gata) 是 单位 1 时 ,由 
式 (2.76) 得 到 


1 2f Lz ;exp[— (2* +а%(а—4]}. (2.77) 
只 要 我 们 知道 了 算 符 Gata) 的 正规 乘积 表示 , 则 相干 态 下 的 矩 
阵 元 (一 z| Glat,a) |z) 立即 可 得 ,再 根据 式 (2.76) 就 可 得 到 相应 
的 Weyl 编 序 形式 . 
举例 说 明 , 计 算 算 符 at"a" 的 Weyl 编 序 : 


2 
ata" 一 2 [2а ata" |2)ехр[2(аїа Бах" —zat)]} 


уя А 
= (2) : Hna Zat, Za) }, (2. 78) 


这 里 Hnn(5, 介 是 双 变 量 厄 米 多 项 式 以 及 已 用 了 积分 公式 
(2. 67). 同样 方法 ,可 计算 算 符 e** =: ee os ; 的 Weyl 编 序 : 
es 一 2 if Ëz z]: ef vets :|z)exp[2(ata Бах‘ —zat)]} 


:dz А 2 + . PVT 
= 2: “р expl— (е +1) |z |?+2(ata+az* —zat)]i 


= ехр[ ааа (2.79) 
通过 比较 式 (2. 66) 与 式 (2.78) ,以 及 式 (2. 68) SR (2. 79) , 48 8] 
以 下 对 应 规则 :一 个 Weyl 编 序 好 了 的 算 符 ; gaat) ; ,其 经 典 对 
应 g(a,a* ) 可 以 直接 由 ; g(a,a1) ;进行 简单 的 替换 a — a, 
at 一 a" 得到. 

再 例如 计算 算 符 ата!" 的 Weyl 编 序 , 先 根据 相干 态 的 完备 性 


Фа 1=)(z| = 工 以 及 式 (2.67) 求 出 其 正规 乘积 形式 
aati = [Г |z》(z| at” 


а = шет 2 t * + 
= | === : exp( 一 |z| + хаї х" а —– аја) : 


59 


= (一 Di : H,., Gat,ia) :, (2.80) 
再 代入 到 式 (2.76) ,就 有 
2 . . 
arate = 2 p= {| ÉE eft Н, ба?а) 1 ayette | 
min(m,n) 
осрин М C Dmae тя 
I э DIA DI 
2 
kuwa 2 | z |? —2zat+ 2az" +2ata)i 


min(m,n) 
(=1)'m 1101/2)" ; { 
名 kiGn—k) 1 —B)! i Hates VZat Za) i. 


(2. 81) 


2.5 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWWOP) 


在 Weyl 对 应 规则 和 Wigner 算 符 的 基础 上 , 我 们 给 出 Weyl 
编 序 算 符 内 积分 技术 (the technique of integration within Weyl 
ordered product of operators, IWWOP) Ф802"); 


CD 玻 色 算 符 a,at 在 Weyl 编 序 记号 ; :内 部 是 对 易 的 . 
(2) 可 以 对 ; ;内 部 的 c 数 进行 积分 运算 ,只 要 该 积分 收敛 . 
(3) i HOS ARE 记号 可 以 取消 . 
(4) Wigner ARH Weyl 编 序 形式 为 
А(х,р) = }8(х— Х)8(р—Р)} (2.82) 
或 
A(a,a*) = + {dlat—a')dla—a) i, (2.83) 
这 样 Weyl 对 应 规则 本 身 可 以 纳入 Weyl 编 序 形式 
aaazrce,pacom =i fe&,P) : (2. 84) 
或 


60 


2| dag taa" )ACa,a") = i g(a,at) i, (2. 85) 
例如 
Japdzz"p" ёбх — Хәр P) i = }Х"Р" :, (2.86) 
注意 : 欲 将 i X"P" :的 : 移 去 ,必须 先 重 排 为 
Қу (урет, (2.87) 
而 后 才能 移 去 : i. 
值得 一 提 的 是 由 Weyl 对 应 规则 式 (2. 84) 或 式 (2. 85) ,并 考 
Ж Alasa" ) 正规 乘积 形式 如 式 (2. 60) ,就 可 以 把 Weyl 编 序 算 符 化 
为 正规 乘积 形式 ,例如 : 
i e` tata) i= af ae o да,а ) 
= 2 Eaa rete” Dea y 
= 2] Фа i en lal? +et2at+" ›+а* (2a-P—2ata—|pl? , 


= 22 te bia, (2. 88) 
(5) Wey] 编 序 在 相似 变换 下 具有 序 不 变性 . 设 S 为 一 个 相似 
变换 算 符 , 则 有 
SiGe) 511 = i SCS {, (2. 89) 
即 相似 变换 能 够 “穿越 "Weyl 编 序 记号 ; ;的 边界 ,直接 对 玻 色 算 
符 进行 相似 变换 . 
下 面 就 来 证 明 这 个 结论 . 假设 算 符 S 能 产生 如 下 相似 
变换 ce 人 
SaS- = pa +vat, SatS™ = са +та!, (2.90) 
A uvo, r WE ит —ov 一 1, 且 有 
[ма + уаї,са + za t] = 1. (2.91) 
根据 式 (2. 59) 和 式 (2. 90) 
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SACa,a*)S7 


sf берга" (а — а) —z(a* — аї)]5` 


= [s= : ехр[—|= |? (ov + +)+ zla + rat—a*) — 
2" (ua +vat—a) + + lorz? + pve") |]; 
= + : exp[ 一 2(at 一 pa "十 oa)(a 一 re 十 ve)] : ,(2. 92) 


与 Alwa' ) = + + ехр[—2(а* +at)(a—a)] + 比较， 


SA(a,a* )S™ = A(ta—va" ,ya" — са). (2. 93) 
另 一 方面 ,对 于 任意 一 个 算 符 CCat,a), 有 5С6(а!,а)5 = Glua + 
vat,oa + rat) ,将 S 作 用 于 式 (2. 85) 的 两 边 , 并 利用 式 (2.93) #l u 
t— o = 1, 可 得 


SG(ahaS = 2[ dag Casa" )SACasa" S" 
== 2 ав саза )Д(та — va * ,на" — оа) 
= 2| dag а + va" ,oa+ та") Д(а,а") 


= Гесса +a: soa та") } (а! —а" )d(a—a) i 


= į g(ua+vatioa+rat) i, (2.94) 
至 此 ,就 证 明了 
Sig(a,at) {57 = { glua +vat,oa +rat) і, (2.95) 
BD Weyl 编 序 算 符 在 相似 变换 下 是 有 序 不 变 的 ,这 个 性 质 是 十 分 有 
用 的 . 
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2.6 ，” 纯 相干 态 密度 算 符 的 Weyl 编 序 形式 及 其 应 
用 


对 于 一 个 纯 相 干 态 密度 算 符 |B) (B 的 Weyl 编 序 形式 . 利用 式 
(2. 76) 以 及 (plz) = ехр[— 30141 +1819 +8" z] 


в = 2 if £2 ‘a—atz+ata)]} 
一 2; — 218) ‹В| zexp[2(z*a—atz+ata)]} 


x 


2} ехр[—– 208— а) (8° 一 af)] i 
= 2 į expl- (р — Р) — (z Х)2]{, (2.96) 
_ š paat, 5 atat = 
这 里 :8= (x +ip)/V2,P a 与 XX 分 别 是 动量 算 
符 与 坐标 算 符 . 因而 纯 相 干 态 密度 算 符 |8) (81 的 Weyl 编 序 形式 在 
Z- 妨 相 空间 中 是 一 个 Gauss 型 . 当 B= 0 时 ,得 到 真空 态 |0>(0| 的 
Weyl 编 序 形式 为 
10) (0|= 2 į exp(—2ata) i. (2. 97) 
作为 式 (2. 96) 的 一 个 直接 结果 , 那 就 是 根据 相干 态 的 完备 性 ,有 


[È ea 2f £8 ; expl 2(B—a)(B* —at)] }=1, 


х Н 


(2.98) 
这 就 是 包含 Weyl 编 序 的 积分 . 此 外 ， 


fae [B)(Bl = 209 fe ; = ome, (2,99) 
和 
[в |B) (Bl = 24/9 be OP i — 2 Jee", (2,100) 


这 展现 了 纯 相 干 态 密度 算 符 的 边缘 分 布 分 别 是 Gauss 型 坐标 与 动 
量 算 符 . 
接 下 来 ,计算 18) (一 8| 的 Weyl 编 序 形式 , 即 
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_o:( dz 2 ` t t 3 
12 В| = 2 : Fa | <— В |z) | exp[2(z*a—atz +ata)]: 


2 i| 1-11" le |? еве + 
2(z"a—atz +ata)]: 
= 2} exp(2atB— 2ß* а — 2ata) ·, (2. 101) 
然后 根据 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 是 序 不 变 的 以 及 平移 算 符 的 


性 质 
Dla)aD™ (а) =a—a, D(a)atD (а) =at— a, 


(2.102) 
有 
D(a) |B)<—B| Dt(a) 
= 2D(a) į exp(2atB — 28" а — 2ata) : Dt(a) 
= 2 į exp[— 28° (a — а) + 2(at—a"* )8— 
2(at—a"* )(a—a)]} i. (2. 103) 
另外 ,从 
DDA) |0) = Dla + Ве?" P |0), (2.104) 
5 
(—B| Dt(a) = (0| Dt(— ) рка) = (0| [Dl D 0]! 
= (0| D(B—a)er"-""?, (2.105) 
看 出 
D(a) |B)(— В| Dt(a) = D(a + D) |0)(0| D(8 一 ae 一 8 
= |а-_@‹а— B| е", (2.106) 


将 式 (2. 103) 与 式 (2. 106) 相 比 较 , 并 考虑 Wigner 算 符 的 相干 态 
表象 形式 (2. 61) ,就 有 


Alasa" ) = [e [а +8) а — B| ее 7? 


= 2 2 ехр[ 2B" (a—a)+2(at—a’* )В 
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2(at—a’ )(a—a)]i 
=+ i 8(at—a* )8(a—a) À. (2.107) 
最 后 ,根据 相干 态 表象 中 的 PRR 并 结合 式 (2. 96) ,就 有 
- [8p 
e= | =P) |%‹В| 


2 * . 
= 2| 至 pp perro i, (2,108) 


这 就 说 明 一 旦 知道 被 给 算 符 的 己 表示 P (8) , 则 就 能 通过 上 式 积分 
得 到 它 的 Weyl 编 序 形式 . 在 第 1 章 里 知 , 算 符 的 反正 规 乘积 形式 
直接 决定 该 算 符 的 也 表示 . 这 就 提供 另外 一 种 方法 求 算 符 的 Weyl 
编 序 形式 . 

і, BAA е^" 的 反正 规 乘 积 形 式 ， 即 ex = 
e™ i exp[(1 —e™)ata] : 和 式 (2.108), 得 到 e" 的 Weyl BAI 
式 为 


et = en ShexpL 1 — ey 181871868 
= |: expl— (1+) ||? +28" а + 28а! — ata] i 
2, 20е 一 1) 
ат i exp[ eal ata |i, (2. 109) 
与 式 (2. 79) 的 结果 完全 一 样 . 同样 的 方法 ,有 
ef ent 2f ФВ: exp[ 2(at—B )(a—B) + f° + gB':1 1 


1 А fa’ +ga"+2fgata), 
A= i exp| — Е » (2,110) 
这 里 用 了 积分 公式 


2 
| #®ехр lel? +e +e + fz? + gz"*) 


1 xp) n + Z g+ 7? f 
=== p[ 让 1. (2.111) 
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RWE Re+ f + 2) <0,Re( É — z )<o,m# кес f— 


C+ft+e 
g) <о,ке(=АЛЕ \< о, 


最 后 一 个 例子 计算 旋转 算 符 exp( 一 订 ,9) 的 Weyl 编 序 形式 ， 
Ж J, = Alato 一 bta) 为 角 动 量 算 符 ,[6,6 = 1. 在 文献 [32] 
中 已 给 出 了 exp( 一 这 ,6) 的 反正 规 乘积 形式 

еў, = { ехр[2а'а + btb)sin? £ — (atb —bta)sin 4] т 


(2.112) 
将 式 (2. 112) 代 人 到 式 (2. 108) 的 双 模 情形 表达 式 , 有 


ee = [ ФВ а завана f- "8" oint 9B) (a, В| 
т 
к af d Bda 1 P 2410)? sin? $a" 8-8" asing —2[ tata" )(a-a)+(ot-p* 00-91 i 
т? Н Н 
= sech? 4 : exp[ 2(abt— bat)tanh rate (2.113) 


这 就 是 exp( 一 这 ,9) 的 Weyl 编 序 形式 . 根据 Weyl 对 应 规则 , 算 符 
exp( 一 这 ,0) 的 经 典 对 应 为 
et, —> sech? 人 exp| 2a В" — Ba ` )tanh 2] 


= sech? Sexp| 2iCz'p — p’x)tanh £] (2.114) 


式 中 :a = get ip),B == tip? 


综 上 所 述 , 提 出 算 符 的 Weyl 编 序 内 的 积分 技术 可 以 把 量子 
力学 的 表象 与 变换 论 发 展 到 一 个 新 的 高 度 , 并 在 量子 光学 理论 中 
有 充分 应 用 的 前 景 . 


66 


第 3 章 用 IWOP Жї ЧН T 
算 符 及 其 应 用 


在 文献 L[51 一 53] 中 ,利用 TWOP 技术 ,通过 相干 态 表象 将 经 
典 辛 变换 投影 到 量子 相 空 间 中 来 构造 一 类 么 正 算 符 , 由 于 这 些 么 
正 算 符 在 坐标 表象 的 矩阵 元 和 菲 涅 耳 变换 一 一 对 应 , 故 被 称 作 菲 
WF (Fresnel) #41. 下 面 , 我 们 论述 如 何 用 IWOP 技术 发 现 从 坐 
标 表象 到 坐标 -动量 中 介 表象 的 么 正 变换 并 给 出 菲 涅 耳 算 符 . 


3.1 从 坐标 表象 到 坐标 -动量 中 介 表 象 的 么 正 
变换 


已 知 坐标 表象 的 完备 性 的 纯 高 斯 形式 
EN --m ,_fdz, КА _а+а!ү * 
l= Bre °, = Zio (= ak 


(3.1) 
车 对 上 式 中 a 和 at 作 如 下 变换 
a>s‘ta+rat, al— sq +r'at, (3.2) 
式 中 :s 和 为 复 参数 且 满 足 |5] 一 |r|? = 1, 则 利用 ITWOP 技术 将 
式 (3.1) 可 改写 为 


` + py 
1-[ 拓 :orl-( | 
т 
dq [ 1 _satmt+a+tr'at i 
: q- oe) |, 
le ool Terre 2 ) 


= {aa la hers ‘ql, (3. 3) 
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上 式 第 二 步 中 的 和 二 zi 是 积分 变量 变换 的 结果 ,这 样 的 变换 保 


证 上 式 中 的 指数 函数 展开 之 后 可 以 产生 真空 投影 算 符 | 0)(0 |= 
or 1 start eee | 
E : 并 注意 到 关系 1 十 7 Me tr) tien’ TY 
得 到 
[Dar 


eM exp| (s* —r’)g , V2gat (5 十 r)af Jiv 
5* Fr 265° +r°) s*+r 245" Б) i 
(3.4) 


根据 对 易 关 系 [a,af] = 1, 将 a 作用 到 |)... 可 得 到 
[Cs* +r* at (s+ rat] Iq), = /2q 19)... (3. 5) 


如 果 取 
s*+r* =D+iB, s—r=A+iC, (3. 6) 
式 中 :A,B,C,D 都 是 参数 且 满 足 AD 一 ВС = 1, 式 (3.5) BH 
(DX — ВР) |q),, = q |q),,, (3.7) 


这 就 表明 |9)... 实际 上 就 是 坐标 -动量 中 介 表 象 ,也 可 以 表示 为 
1/4 — at гуа + 
19 = Fen [ Sa а FOES Jiv. 
(3.8) 
4A=D=1,B=C=O08, |)... 变 成 坐标 算 符 本 征 态 |z); 而 
А= 0 = 0,-В= С = 1 时 , 它 就 变 成 了 动量 算 符 本 征 态 |р). 
下 面 ,要 找 一 个 相似 变换 算 符 U(r,s), 它 使 得 下 式 成 立 
Iq)... = U(r,s) |q), (3.9) 
19) 是 坐标 本 征 态 . 于 是 利用 式 (1. 25) 与 式 (3. 4) 以 及 IWOP 技术 
积分 ,有 


U(r,s) = [в 19...91 


v2 И [ (st —r Dg Мда! 
I Ie Pl oG br) Ly +" 
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| 


2(s* +r*) 2 
= : ехр[ Zs T ať? 十 (+ 1)ata 十 = 2}: 
арен наь) 
(3. 10) 


RAE BAA Fresnel BFS), 由 式 (3. 10) 可 知 ,U(r,s) 是 一 个 
广义 的 单 模压 缩 算 符 ， ee 


< a 
Uts) |0) = — +exp( ra ) 10). (3.11) 


还 容易 证 明 UCr,s) 使 式 (3. 2) 的 变换 形式 成 立 , 即 

U(r,s)aU™ (r,s) = s*a+rat, 

U(r,s)atU (r,s) = sa + r* at. (3.12) 
从 式 (3.6) ,就 有 


Е ЧА+р-В-0], 


r= 一 去 [4 一 D+iCB 十 C)]， (3.13) 


mag = аар 
根据 文 45 


A—D+i(B+O) w+ 
Оба) = exp AFD TG с йв 


ҳа, 10) 与 式 (3. 12) 分 别 变 为 


exp[ (ata + 3)in (aT DF B60) 


A—D—i(B+O x 
exp {— 2[A+ D+i(B— O] | 


2 exp (5 Jexp[- 5 (XP + PR)InA Jexp(— iB pe ) 
= F(A,B,C) (3.14) 
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ЕХЕ = AX+BP, ЕРЕ = CX + ОР, 

FXF- = РХ—ВР, ЕРЕ =—CX+AP. (3.15) 
利用 坐标 -动量 中 介 表 象 与 Radon 变换 的 关系 式 (1.46) 以 及 式 
(2. 19) ,有 


= fazapta— (Dr — Bp)] {80 X)B(p—P) | 


= :6[g— (DX — BÊ)] :, (3. 16) 
根据 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 具有 序 不 变性 以 及 利用 式 (3. 15) ,可 
以 证 明 
Е! |9),„„91 F = }8[4— (DF XF — BF“ PF)] } 

i8[q— (Ар — BC) X] : 

= 13(q—X)} 

=|д)‹а\|› (3.17) 
这 里 已 考虑 AD 一 BC = 1 以 及 式 (2. 23). 进一步 说 明 式 (3. 10) ff 
保 式 (3. 9) 成 立 . 


Ш 


3.2 RHAH Weyl 编 序 与 分 解 
利用 IWWOP 技术 以 及 式 (2. 76) ,可 导出 单 模 Fresnel 算 符 的 
Wey! 编 序 形式 559 ,即将 式 (3. 10) 代入 式 (2.76), 有 


арра LEF рта аа 
r= if Sfero- EE ардап 一 


t Н 
пЁ + 2a a): 


= 2 rag k tr) 
Ze TT 0 s +s+2 ? 


(3. 18) 
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这 里 已 用 了 数学 公式 
| ®®ехр lz [24+ Ge tet + fet tee?) 


1 ten Petes 
| ауд ). (3. 19) 


SLM HE А Кеа <0, ке ME) < 0 或 者 


Ret- f— D <o R(E ASE) < 0, 再 根据 式 (3.13)， 则 
式 (3. 18) FEA 


2 _ ,  J2i CR: —BP:+(D—A)PX1 
РАВО = ==: exp| ТАР Н 
(3.20) 
根据 Weyl 对 应 规则 ,很 容易 得 到 ЕСА,В,С) 的 经 典 对 应 
2 2i[Cz° — Bp? + (D—A)zp] 
к = BA | 2-+A+D 上 
(3.21) 


在 文献 [55] 中 ,已 证 明了 菲 涅 耳 算 符 具有 群 乘法 规则 , 即 两 
个 菲 涅 耳 算 符 的 乘积 仍然 是 一 个 菲 涅 耳 算 符 : 
F(A,B,C)F(A’,B’,C’) = Е(А”,В”,С”), (3. 22) 


Җир. 
А” В” A By/A’ B’ 
(c p= (с nile р}, (8:63) 
ARG. 20) 与 式 (3. 22) ,有 
2 (20° – — BP? + (D— aÈ], 
FAD’ 2+A+D 
2 [2004 — B + (D' HAD PRD) 
JER TD ' 2+А +0 
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2 i Í| “С — BYP? t(D A PDN, 
МФА 2+А +1” 
(3. 24) 

从 上 式 显 示 两 个 Weyl 编 序 好 的 菲 涅 耳 算 符 相 乘 能 被 另 一 Weyl 编 
序 好 的 菲 涅 耳 算 符 来 表示 , HEKLA, B,CD] 与 原 有 矩阵 
[A,B,C,D] 与 矩阵 [A’,B',C'’,D’] 满足 式 (3. 23). 

fE ARE HA FF) Wey] a ДЕЛУ Н, AY Ж BAB RR P BY FE 
元 , 即 
‹х'| F(A,B,C) |=) 


4 2 ду pacar — BP? ААРА. Jæ) 
ZAD i 2+A+D к: 
(3. 25) 

注意 Weyl 变换 规则 


x! P X — (dp is Zz 十 x 
(| H(P,X) |2) = | Er h(o, )， (3. 26) 


XE h(p,z) 是 НОР, X) 的 Weyl 经 典 对 应 ,把 式 (3. 21) HAR 
(3, 26) ,并 积分 得 到 
‹х'| F(A,B, a |z) 


dp iv-s 。 
A an 
А A , $ r+ z 2 
К +i(D— A)(z +z)p +2iC[ 5 ) | 
2+A+D 
1 i i n А 
р Dz” 一 2 ; Я 
spe? 55(4z + Рх хх )] (3.27) 


这 正 是 在 经 典 光 学 中 的 广义 Fresnel BRAD RO? , 这 就 是 为 什 
么 我 们 称 F 28 Fresnel Ж. 
另 一 方面 ,对 照 式 (3. 14) 并 利用 矩阵 分 解 为 [5 


Alsi ale A am 
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有 
F(A,B,C) = F(1,0,C/A)F(A,0,0)F(1,B/A,0), 


(3.29) 
AP: 
F(1,0,C/A) = exp(iGX") = Н exp (3GX*) i, 
Е(1,В/А,0) = exp(— iB Pt) — i ехр(— ЖЕР}, 
F(A,0,0) = exp| — + XP + РА]. (3. 30) 
注意 对 应 关系 
A 0 А В 
[ F! | (3.31) 
0 a` CD 
然后 将 式 (3. 31) 代 人 式 (3.20) ,有 
exp[— (Р + РА] 4 | i exp(—2 АТАР), 
(3. 32) 


这 就 导出 一 个 恒等式 
exp[— іАСХР + PX)] = sech à į exp(— 2iXPtanh 2) :. 
(3.33) 
再 考虑 式 (3. 20) MRG. 29) ,可 得 到 
ЈА. (iC gs _ iB Б 
AFi i (aat) iexp( 一 2 ani ХР): i exp( ФАР")! 
2 {exp C= BP? + (D— DP: 
VZ 十 A 十 万 2+A+D І 


(3. 34) 
ЩА = 0,263. 29) 的 分 解 就 变 成 无 效 , 从 而 考虑 


j PT =[2 Fa (3.35) 
с Dj Lea ý 
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有 
F"(A,B,C) 
= exp( Spx" Jexe[ z (XP + PX)InD |ехр(4ЕР?), 
(3. 36) 


则 
u iB рг i £b L рӯ 
(A,B,C) = exp[— PË )ехр[ 3 XP + PX)InD | 
iC ye 
exp[26X )， D#0, (3. 37) 
利用 式 (3. 33) ,同样 有 


exp| + (XP + PX)InD]= М0; exp(2i 


因此 ,我 们 能 导出 另 一 等 式 


Ae Н exp(— Bp); exp(2i BAP); : exp (六 如 ) 
2 А 2i(CX? — ВР?) + (D— A)PX)}, 
=== °° 2+A+D Je 


(3. 39) 
最 后 ,注意 到 另 二 种 分 解 途径 : 


P pl- E и Wl a i} 


(3. 40) 
` ee tial —1/C- 0 о 11T1 D/C 
Ë Dp- Ë 1 ЇЇ 0 Pals AF 1 |: 
(3. 41) 


就 得 到 另 一 种 F(A,B,C) 的 Weyl 编 序 分 解 形式 , 即 
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F(A,B,C) = exp (加 )exp[— LP + PX) mB | 


exp| — i + + Ë) Јер" ) ‚ BHO, 


(3.42) 
和 

FCA,B,C) = exp( ЖЕР" )exp[ — Р + PX)In(— z) ] 

exp[—i FOR РО Е з), С + 0. 

(3. 43) 


根据 式 (3. 20), 有 
exp[—i т‹*' +P)]= ү? } expl- i( X° +P)] i, 


exp|— 7 (XP + PX)InB | үгү! exo(-2 81Р), 


oo- 4AP + PRIIn(— 5) J= SC exp(— i ESRA), 


则 


F(A,B,C) = 228 ox (3B 28%): exe(— ai BG XP):. 


i exp[— (X: + P2) J: exp (#4 


BX). Bio 
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F(A,B,C) = e- 三 和 exp 人 АР: ) exp ait texe); 
iD 


i exp[— i(X? + P*)]} exp(— 5с"), С 0. 


这 些 算 符 恒等式 可 以 对 应 矩阵 光学 中 的 成 像 规则 . 
3.3 菲 涅 耳 变 换 求解 含 时 谐振 子 的 演化 
可 以 利用 菲 涅 耳 算 符 来 处 理 含 时 的 谐振 子 的 演化 问题 "1. 设 
含 时 谐振 子 的 哈密 顿 量 为 
H= f(t) Ë reo тоё? +h(t)(PX), (3.47) 
HERRESTAN 


i9 go = Н |400) G =1), (3. 48) 


通过 含 时 菲 涅 耳 变 换 将 式 (3. 47) ФАНИ A 转变 为 标准 
谐振 子 的 形式 ,其 中 参量 AG) ,BCz) ,C(t) ,D(z) 可 通过 一 些 耦 合 
的 微分 方程 来 决定 ,相应 的 菲 涅 耳 变换 使 得 


|8) = Е|ф‹)), (3.49) 
则 
,2 18) i XF |00090) 
or 
‚ ӘЕ А А 
=i E yw + FA (vO) = Фф). (3.50) 
Hob i oro + РНЕ. 由 于 FF- = 1 n g Ero + 
ar 
FS =0,Ж 


oF” 
or ` 


为 了 求 出 ЖАТАН art ,因此 利用 Baker-Hausdorff 公式 


# = ЕНЕ —iF 


(3. 51) 


ede = й-+-[4,4]+ 0h A+ 63, 52) 
与 式 (3. 14) 以 及 变换 关系 式 (3. 15) ,得 
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əF” _ Ə [=e (sP: eel} CP + PXDInA Jexp(— za*’) 


i/18B BAA\ s ac. 
F (a oe at ar АР CX + 


i OA _ 2Cy2 
+ ХА (XP + PZ ax ) 十 
~iX?/18C_ С ӘА 
092-8 9) 
= ір ғ [(А92 – в) + (cP р) + 
2 д д 
ӘА 3B 
(DS, С) (XP + PX |, (3, 53) 
z ӘС „ӘС „Әв 

式 中 已 考虑 了 Ар 一 BC ug AP +D -BSCS 
О. 将 式 (3. 15) , 式 (3. 47) 52063. 53) RAAG. 51) ,得 到 


p- DFP + BHO pga = ir PEO (D 
2m 


ƏB 2A 
= | Азра) mog ， 432 Bor ??*“?АВ| pe + 
ta фо О 
m 2 5 
әр _ әс 
C D&—2h(2)CD 
LOC meget) 2 2 Mae Ee 
| FLAAT ALIA Di п 


2т 
pA -c8 —A(t)(AD + ВС) 
[acro 4 mos g(t) DB _ ре |: 
2m 2 2 
(XP + PX). (3. 54) 
我 们 目标 是 希望 光 是 一 个 不 含 时 谐振 子 哈密 顿 量 , 即 
a Р? 1 25 
光一 7 + рте х, (3. 55) 
其 中 :w 为 待定 ,于 是 比较 式 (3. 54) 与 式 (3. 55) ,就 得 到 以 下 耦合 
微分 方程 组 : 
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ƏB oA 


А?) | Bmwig(t) , 1 = 25.1% 
2m EE [AS Ваг) – ОАВ = 
(3. 56) 
Cfa) | Dimeig(t) ‚ 1 foD әс mw? 
be tg +e (CS, Рә) AOD =, 
(3. 57) 
АСУС), DBmeig(t) _ 1/,дА ƏB £ 
s (D3, — CS, ) -OAD + BD) = 0. 
(3.58) 


虽然 耦合 偏 微分 方程 组 式 (3. 36) ~ 式 (3. 58) 看 起 来 很 复杂 ,但 有 
些 解 可 以 通过 直接 观察 来 决定 . 对 于 式 (3.56), 易 得 到 A = 


aig B= 9. 又 根据 AD 一 BC = 1, 进而 得 到 D = VFO. ВА 
式 (3.58) 中 可 解 得 

Ca 40. 2m у, 3.59 

АР) dt t i a 


HRG. 59) 代 人 式 (3. 57) ,进一步 解 出 频率 o. 这 样 从 式 (3. 47) 中 

的 含 时 哈密 顿 量 Н 变 成 标准 谐振 子 形式 ,如 式 (3. 55). 
作为 一 个 典型 例子 考虑 文献 [60,61] 中 

CK(Caidirola-Kanai) 谐振 子 模型 的 哈密 顿 量 


H= en E “+e 7 Imak, (3. 60) 


PERG. 47) 中 取 f(t) = = ,g(t) = e” Ah (ш) =0, BRAD 
式 (3.59) ,就 有 

A=e", B=0, С= туе", Юр = е". (3.61) 
再 将 式 (3. 61) А63. 57) ,得 到 相应 的 频率 o = Va — У. Hh 
据 式 (3. 14) 与 式 (3. 61) ,对 于 CK 谐振 子 模型 的 哈密 顿 量 的 相应 
SE WE 


F= exp (37% )exp[ xP + Px). (3. 62) 
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从 式 (3.49) 知 ,相应 的 含 时 波 函 数 为 12))〉 = Е | #). 则 由 式 
(3. 62) 得 到 此 模型 的 薛 定 谓 方程 的 解 : 


190) = exp[ САР + PX) |exp ( 72 у. 
(3. 63) 


| $) EE timog 的 本 征 态 , 即 |n), |n) 为 粒子 数 态 , 在 坐标 


表象 (z| 中 ,(z| K = z(z| ,利用 
(т exp[ “САР + PX) ]= е" (енх|, (3.64) 
得 到 |y(z)) 在 坐标 表象 中 的 形式 
(x|¢(t)) = (zl exp| у (ХР + PX) Jexp(—7"”X*) |g) 


= eexp(— peat) (enz |n). (3.65) 


由 第 1 章 中 式 (1. 56) Я 
《exz |n) = (ж те | (er), (ez 7e ), 


这 里 将 天 补 上 ,H(zx) 为 Hermite 多 项 式 . KER, Al EE RH 
符 变换 ,对 于 CK 模型 的 玻 函 数 (z | yz)) 被 求 出 ,其 就 是 一 个 压 
缩 粒 子 数 态 . 

下 面 , 我 们 考虑 另 一 个 哈密 顿 量 


Ë =e шн -+ imaje” Х*+У‹(РХ+ ХР) (3.67) 


其 中 y 为 耦合 系数 ,相应 的 f(z) = sga) = A(t) = У. HR 
据 式 (3. 59) ,得 

А =e", B'=0, С = Зтуе", D' = е". (3.68) 
于 是 ,相应 的 菲 涅 耳 算 符 为 
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F = exp( 237 X° )exp[ Ha P +P X)], (3.69) 


2 
它 使 哈密 顿 量 刀 ' 变 成 标准 谐振 子 形式 , 对 应 的 频率 为 
w = SJ — 37. 


最 后 ,根据 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 具有 序 不 变性 以 及 利用 式 
(3.15) 和 式 (3. 62) ,可 计算 出 CK 模型 态 矢量 的 Wigner 函数 , 即 
W(x, p) = trl| YC) 090) | АС, p)] 


= (n| F į ë(z— X)3(p— P) {Е |n) 


‹п| Ё8ё(х—е”Х)8[р—е"(Р—туХ)]} |n) 
(n| A(z’, p’) |n), (3. 70) 


lI 


其 中 : 
I =Se"x, р =mre"x+e"p. (3.71) 


借助 粒子 数 | n> 的 Wigner 函数 的 结果 [9 

W, (rp) = =" a |a], (3.72) 
жаа 0021р) „L, (x) 为 Leguerre 多 项 式 . 可 得 ,CK 模型 态 
矢量 的 Wigner 函数 为 


Wp) = Ае" а fa’ |), (3.73) 
AF: 
, 1 mw у. PË | 
d = / xz +i А (3. 74) 
zl h Vmiw 


特别 地 , 当 取 п = 0 时 , 式 (3.73) 就 变 为 压缩 真空 态 的 Wigner 
函数 


W,- (z, p) 二 exp| 一 


(р+туе''х)% тое?" , 
тћое?" h g ] 


(3. 75) 
ЩЖ п = 1 时 ,其 相应 Wigner 函数 为 
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2ye 2 2v S 
W, (z, p) = [Meters x) + mee gt 1} 


mkwe” 


2ye 2 2 
exp| eoar тые 21]. 
(3. 76) 


以 上 例子 充分 说 明了 引入 菲 涅 耳 算 符 的 好 处 . 
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第 4 章 基于 广义 Randon 变换 构造 
多 模 纠缠 态 表象 


在 第 2 章 中 式 (2. 1) 和 式 (2. 2) 表 明 Wigner 函数 的 单 侧 积分 
分 别 在 相 空 间 > 方向 (坐标 空间 ) 和 zp 方向 (动量 空间 ) 找 到 粒子 
的 几率 ,那么 反 过 来 可 否 从 单 侧 积 分 的 结果 还 原 出 Wigner 函数 
呢 ? 一 个 猜测 是 ,如 果 Wigner 函数 在 所 有 方向 的 单 侧 积分 都 知 
道 的 话 , 也 许 就 能 如 愿 . 近年 来 ,基于 Radon 变换 重 构 Wigner K 
HAY Tomography ARSE). 本 章 中 用 TWOP 技术 直接 
阐述 和 发 展 这 一 理论 ,发 现 Wigner 算 符 的 Radon 变换 对 应 于 一 
个 纯 态 密度 算 符 , 即 导致 了 一 个 新 表象 的 出 现 . 例如 第 1 章 里 所 
介绍 的 坐标 -动量 中 介 表 象 lq),,, 它 由 Wigner 算 符 的 正规 乘积 
形式 
1 


A(z,p) = — : exp[— (z Х)#—(р—Р)']: (4.1) 
和 IWOP 技术 实现 积分 
[агарса — их PACE p) = |o), (q 4.2) 


而 得 . 根据 上 述 的 思想 , 现 介绍 获得 多 模 纠缠 态 表象 的 一 种 新 方 
法 , 即 Wigner 算 符 的 广义 Randon 变换 能 够 导出 连续 变量 的 多 模 
纠缠 态 的 密度 算 符 . 


4.1 用 Wigner 算 符 的 广义 Randon 变换 求 纯 态 


首先 提出 用 Wigner 算 符 的 广义 Randon 变换 求 纯 态 的 定 
wets) 设 | r》 是 一 个 厄 米 算 符 R = RA, Р) MATES, Bl 
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R |r) =r |r), Hiri) =r) ,并 设 尺 的 Weyl 编 序 是 其 本 身 ， 
BR = iRi,CG ;表示 Weyl 编 序 形式 ), 则 
[= Jazapa[r — RCz,p)JACz,p), (4.3) 
FUP R(x, p) 是 尺 的 Weyl 对 应 的 经 典 函 数 ,A(z,p) 为 Wigner 算 
符 . 
证 明 : 根 据 8 函数 的 性 质 以 及 恨 |r> = ~ |r), 有 
In) = Jerse Ir’) 


= fjarar- o Ir’) 
= far Гө Ry |r’) 


= far [4рат8[, — RCz,p)] 1 d(2— Хәр Р) |), 
(4.4) 
这 里 已 经 考虑 了 ; R ; = RR 这 个 已 知 条件 . 又 根据 Wigner 算 符 的 
Weyl 编 序 形式 
A(x, p) = {805 — X)8(p— Р) i= }8(р—Р)8(х—Х)}, 
(4.5) 


则 有 
In = [анараа — 0, р)ЈАСе, р) Ir). (4.6) 
JERS 
Ir) = far |r)(r|lr》 (4.7) 


相 比 较 就 得 到 了 式 (4. 3). 进一步 ,把 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 
RA. 1) 代入 式 (4. 3) 积分 并 利用 :exp( 一 ata) +=|0)(0| 就 可 导 
出 Ori 的 具体 表达 式 . 
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另 一 方面 ,由 Weyl 对 应 和 式 (4. 5) 可 知 
[арааС- — Rear, paz, p) = :8[r 一 RR( 文 ,P)] :, 
(4. 8) 
因而 方程 (4. 3) 就 为 
Ir)(r| = į 8Lr —RCX,P)] i, (4.9) 
从 上 式 也 很 容易 证 明 |r) 的 完备 性 , 即 
far Б far alr- R, РӘ]: = 1. (4.10) 
推论 : 对 于 多 模 情况 , 设 |7› Ini roor) 是 nn 个 相互 对 易 
厄 米 算 符 R(X Xss Xn ,已 ‚Р, ,…, 己 ,) 的 共同 本 征 态 ,R; |2 = 
ri |, G| = 8(#—#),4 = 1,2,+,п, [н 5 Ж R, 的 Weyl 
编 序 形式 是 其 本 身 , 则 


[ri ore ste stad (ry ore sett orn | 


= [Ian AU — КС, pA (а, р, (4.11) 
i=l 


式 中 ， 
Цаво = 4+ exp[- > [G = + — Py: 1]: = a, 
(4, 12) 

Ж п Wigner 算 符 . 另外 ,利用 Wigner 算 符 的 完备 性 , 即 
MEZONET =1, (4.13) 


也 很 容易 证 明 |r ,rs ,…,r,》 是 一 个 完备 系列 ， 
人 nr [nunana Cr srera 


= fan dr: dr, араан, — R; (х; spi) JA: (=, »pid 
i=1 


= [Панад Ca, pO =1, (4.14) 


i=1 
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由 方程 (4. 3) 与 式 (4. 11) 可 以 很 方便 地 找到 许多 新 的 量子 力学 表 
象 ,也 就 是 一 些 相互 对 易 算 符 的 共同 本 征 态 一 一 连续 变量 的 纠缠 
态 表象 ,这 丰富 了 Dirac 表象 和 变换 理论 . 下 面 举 一 些 例子 来 说 明 
这 一 点 . 


4.2 量子 力学 的 两 体 纠缠 态 表象 


4.2.1 两 粒子 相对 坐标 与 总 动量 的 共同 本 征 态 |?) 


量子 纠缠 的 思想 最 初 由 Einstein 等 三 人 在 1935 年 提出 ,他们 
基于 两 粒子 相对 坐标 X, 一 X 与 总 动量 Р, + P, 是 相互 对 易 
CX, — X,,P, + P,] = 0) 这 一 事实 出 发 来 批评 现行 量子 力学 的 
描述 是 不 完备 的 "中. 根据 Einstein 等 的 思想 ,文献 [67] 中 范 洪 义 
ант K, — X, 与 P, + P, 的 共同 本 征 态 |p) 的 具体 形式 ,被 称 
为 两 体 的 连续 变量 纠缠 态 表象 . 这 个 表象 在 量子 力学 、 量 子 光学 以 
及 凝聚 态 物理 等 方面 有 广泛 的 应 用 , 值得 所 有 学 量子 力学 的 人 
ТЖ. 

下 面 指出 ,根据 式 (4. 11) 能 够 很 简单 地 导出 上 述 的 纠缠 态 表 
#. i X, — K, 与 户 ,十 户 ,的 共同 本 征 态 为 |a) ,a,), 它 满足 本 征 方 
程 

(X, — Х,) la: saz) =a, |а, ,а,), 


(P, + Pz) |а заг) = a, |а, заг). (4.15) 
由 Weyl 编 序 的 定义 
: утр»: — 1 ym т\ ут pragi 
: xep i= (5) У пор PX’, (4.16) 


例如 : 
i XP : = (KP + Px), (4.17) 
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可 以 得 到 
(K, — X.) (P, + P,) 
Х.Р, + P. X, _ X, P, + P, X; 
2 2 


K, P, + X P, 
= ;(K, — X.) (P, + P,) ;, (4.18) 
(P, + P,) XK, — X,) = i + P,)(K, — K,) }. (4.19) 
BY DA iH (X, — X,) (P, + P,) 或 (已 + P, (X, — X,) 本 身 就 是 一 
个 Wey! 编 序 形式 ,相应 的 经 典 对 应 为 (zi — z, ) (bi + pr) RC + 
Ра) (x) — zx). 再 利用 式 (4. 11) 与 式 (4. 12) ,就 得 到 如 下 的 方程 : 
[ai yas (а. за; | 


= Jap dr desde. 2а, 一 (zl 一 zz)]8[as (р + pr) 1 + 


eS | В? ў)? Вә: 
= Xp, Py)? pK, °F)? (4, 20) 


用 6 函数 的 性 质 与 МОР 技术 及 


x b: 
fexp(—ar? + hr)dz = |= exp(z,) a>0, (4.21) 
对 式 (4. 20) 直接 积分 而 得 
1 
Qn 


1га —x 2_ 1 фар 2 
[а saz) la yas | 一 s е 21-01 X2)] 一 去 [az 一 (Pi 十 P2)] ty 


(4, 22) 
考虑 到 X, = pata, = bm : exp( 一 ala) 一 
ајаг) :一 |00)(00|, 可 以 将 式 (4. 22) 的 右边 写成 Fat) | 00)<00| 


Flai) 的 形式 ,这 样 就 得 到 


[аз saz) 
1 (6 a, + ia, at a, — ia, al +a? al) joo) 
Z= 4 Z | 


(4.23) 
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再 令 了 = 十 ias) = 办 Hih, ERREK 


|) = V2r |a,,a,) 
exp(— HLÉ + pat та +at at 2 
= exp 2 7а1— аі +а! а} \|00), (4. 24) 


这 就 是 纠缠 态 表象 , 与 文献 [67] 中 结果 一 致 . 对 式 (4. 22) 再 积 
分 ,有 


finda, [а +a) (0 ‚а; | 


= [ © exp] ГК (X, = X; - 


а — (P, +P}: 
=1 (4, 25) 


或 


Г Ime = |Ë mol = 1, (4.26) 
这 说 明 |) 具有 完备 性 . 
4.2.2 两 粒子 质心 坐标 与 相对 动量 的 共同 本 征 态 | 人 
FLX: + X, , P, Ê) = 0, 这 里 也 给 出 它们 的 共同 本 征 态 
的 形式 . 令 它们 的 共同 本 征 态 为 |B ,B), 它 满足 本 征 方程 
(XK, + Xz) 18, »Be> = B, |B: ,B2), 


(P, — P,) |B: +B2) = B, |B, ,B,). (4. 27) 
根据 


(X, + X.) (P, — P,) 
= 1(X, + X.) (P, — P,) : 
= i(P, — P,)(X + X,) :, (4. 28) 


所 以 它 经 典 对 应 为 (zz + zi) (bi 一 pz). 因此 ,利用 式 (4.11) 与 式 
(4. 12) ,就 得 到 
1B: +B2><Bi »Be | 


= [араара 218, — (ху + zx) ]8[B: — (pi р) ] * 
= + exp[— (a, — X1)? — (р, — Ё.) 一 (zs — X, 一 
(p, 一 P,)?] Ы 


去 3 exp{— 518, = (X, +) P =a 


Tee — eË, = РӘр е. (4, 29) 


H X, =Z +a}),P; = = 一 af) 与 : exp(—afa, 一 
afa,) := 二 100) (00| ,导出 


|B: »B2) 
== Eiei BBs at 4 Piris ot — at al) 100). 
(4, 30) 
Ф608 +18), ERREK 
1 = /2x |8, Be) 
=exp(— LEL peat per a} —at а}) |00), (4.31) 
这 与 文献 [67] 中 结果 一 致 .对 式 (4. 29) 再 积分 ,有 
[ap dp |8, ,В,›‹\ В; | = 1 (4.32) 
或 
[а 1оа=1, (4. 33) 
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这 说 明 10 也 具有 完备 性. |) 55 |) BRAK 
4.2.3 两 粒子 质量 不 相等 的 情况 
当 两 个 粒子 有 不 同 质量 时 ,常常 采用 质心 坐标 


Хы = pa K, + po X, (4.34) 
与 质量 权重 相对 动量 
Р, = mP, — mP, (4. 35) 
来 把 两 体 问题 约 化 ,其 中 
Р mı mo, mtm = 1. (4.36) 


» Vz 
m + mz m +m 


很 显然 Xm 与 P, AEN D BCR ,已 ,] = о. 因此 应 该 可 以 求 出 它 
们 的 共同 本 征 态 的 具体 形式 , 当 m = mz 时 , 它 应 退化 为 式 (4. 30) 


的 情况 . 4 m Z m ЕЎ, іа Хы 55 P, 的 共同 本 征 态 为 1x, ,Pp.) , 满 
足 


Х|. 00) = Хы Xn) > Р, [Xo P = Pr | Xo 2 Pr 


(4. 37) 
利用 
į Ca Xi +e X2) (oe P. р. Р,) i= (и, Xi + X2) Cp Р, Р»), 
(4. 38) 


再 根据 式 (4. 11) 与 式 (4. 12) 的 基本 思想 ,就 有 
| em Pr? (X. 902 = [араараа 0, = (Gazi + zo) ] + 


8[0. — Cue pi — ар) 。 


l. : Pay? P? 
ті 


(4. 39) 
积分 之 后 ,考虑 : exp(— ala, — ајаг) : = |00) 00|, 39] 
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1 T 2 
о = ag r P аи +X) + 


5 LXi + ieee) af 十 (Xp іра) al] + 
(pa — p) (а — al?) 2p He aja} 
00). (4. 40) 
2( + 42) +18 | 
Xen + ip, 
BIA £ = —2—PÜ = t, + i$, WA 
М + i | 


10) = Jee H) |Хы,Дб) 
LEL q E+ Ga =o)" af+ 5 (ш = z) af + 


VE Fate 
(ш — ш) (at а) _ 2mp af a} 
一 一 一 一 一 一 一 | |00)， 4. 41 
2( +18) № +6 I í ‹ › 


注意 这 里 已 考虑 и 十 pm = 1, 与 文献 [68] 中 结果 一 致 . 同样 对 式 
(4.41) 再 积分 ,有 


se lOt|=1. (4. 42) 


43 ”量子 力学 三 体 相 容 算 符 的 共同 本 征 态 


本 节 构 造 三 体 算 符 的 共同 本 征 矢 , 试 求 相 互 对 易 算 符 X 一 


X,,K,— X, M P, +P, + P, 所 决定 的 共同 本 征 态 "" ,假设 其 满足 
本 征 方程 


(K, — Xz) lex X, = X, 10-0)» 
(K, — Хз) 100%, x, = X PX X.) (4. 43) 
(P, + P, + Ps) |p, X, X, = p 00%, 0%)» 

利用 X: P 0 Weyl 编 序 形式 
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可 以 导出 
i(K, — X,)(X, — X.) (P, + P, + P.) i 
= (XK, — XXX, — Š.) (P, + P, + Ps), (4.45) 
因此 , 它 相 应 的 Weyl 经 典 对 应 为 (zi — z+) (zi — z) (bi + p> 4 
ps). 根 据 式 (4. 11) 与 式 (4. 12) 的 结论 ,有 
[0> X X2? 02, ya | 
2 [араараа Cz, 二 说 
Lx, 一 (zi — zs) Jš[o — (bi + р» + ps) As 
= д fae: арайл dp, des 8[ y, — (ai — 1) Ly, — (аз — 13) ] + 


3 
dlo Cai + pe t+ pd] [Leer rh, (4. 46) 


i=l 


对 式 (4.46) 的 右边 积分 后 并 利用 : exp(— У) аа.) := 
|000)<000| ,就 能 导出 


1 1 
|x, X) =”? g 3 OQ XX + X;) + 
Be А 
L ations dn + a}(ip— 2x, + x,) + 
Z atio+y, 2х, + 2 Cata} +at ot +a} al) — 
gatat tat |іооо). (4.47) 
再 根据 式 (4. 14) ,就 有 
[ваха |X, X) од, X, |= 1, (4. 48) 


Bl [о,х,›х,) REREH. 
实际 上 ,上 面 考虑 的 三 粒子 质量 是 相同 的 . 当 三 个 粒子 有 不 同 
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质量 时 ， 也 存在 这 样 一 组 对 易 算 符 ( 己 P), (Ру 


га £ Гах As 


(a X, + pee Xe + a Xa) ,其 中 > =1,$ |X,P1,P:) 为 它们 的 共 
同 本 征 态 , 且 满足 如 下 本 征 方程 : 


Р, Р. 

(Fa ge) енен) = pz |{,01,@), 

P, P 4.49 
(о е) орази) = P; |Х,0.,0г), ‹ ) 


(aX, + oe K, +s K.) |0,50.) = X 1X91 yo ). 
同样 根据 式 (4. 11) 与 式 (4. 12) 的 基本 思想 ,有 
1X1 102 <X+Pr 02 | 
1 rr bi _ b: pi фз 
一 二 dp:d 8 . 
20 акар [е (2 2)] [е (2 | 
х 一 (CA zl + poze + zs) ] lni 


3 
: exp[ 一 DSL; — X,): + 0, — P,)*]]: 
j=l 


a a 2 
e ара t exp| Happ (Р, — m P:)] 一 


ШЕТ; = Gs P, — mÊ) 32 = 


+[x— Ga Xi +K, а KX.) — 


T zat Co 0.) — (аР, uP dT |+, (4.50) 


BOOP A = på +å +Ë. Ж 1000) (000| =: exp(— >) ah,): ,对 
Җ (4. 50) 的 右边 进行 分 拆 ,就 有 
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|X>P1 902) 


Hi 2 bs 
二 和 exp- Дий + ete + 
рет 2a 


(ñ + 43) p) — 280402031 — 


2 2 3 é 
абы Уу" а}+ ари y, poat+ 
j=1 


Hots al — (ñ +44) al] + 


3 2 Š 
93 (4 wy 5 )а P+ LB, psat+ uz a]— 


j=l 


3 
GÅ +08) of]— У) me а}а1]|ооо›, (4.51) 
j<k=1 
这 与 文献 [70] 结果 是 完全 一 致 的 . 同样 有 完备 性 
fap: dozax 101,02) XP el = 1. (4.52) 


这 样 ,利用 Wigner 算 符 的 广义 Radon 变换 能 够 很 方便 地 导出 文献 
[71 ~ 73] 中 的 多 模 连续 变量 的 纠缠 态 表象 ,并 知道 它们 是 完备 
的 . 
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第 5 章 ”两 体 连续 纠缠 态 表象 的 应 用 


纠缠 态 是 量子 通信 与 量子 计算 的 基础 , 它 起 源 于 爱 因 斯 坦 等 
人 的 思想 ,是 量子 力学 的 精粹 所 在 下. 而 连续 纠缠 态 表 象 的 建 
立 与 发 展 中 ,不 仅仅 是 为 了 便于 讨论 一 些 物理 问题 或 是 追求 形式 
上 的 美 ,更 主要 的 是 量子 纠缠 现象 只 有 在 此 表象 中 才能 说 明 得 更 
清楚 ,也 能 使 物理 概念 更 加 清晰 ,很 多 复杂 的 计算 可 以 在 此 表象 内 
进行 简捷 的 定量 计算 而 得 以 完成 . 例如 ,熟知 的 双 模 光 场 的 压缩 
变换 与 两 体 连续 纠缠 态 表象 密切 相关 "". 目前 ,连续 纠缠 态 表象 
已 被 广泛 地 应 用 于 研究 量子 光学 的 压缩 态 C7、Wigner KA 、 解 
量子 主 方程 "” hE .量子 信息 [5 等 领域 . 连续 纠缠 态 
表象 也 是 从 量子 光学 变换 向 经 典 光学 变换 过 渡 的 “桥梁 ”中 .本章 
主要 介绍 两 体 连续 纠缠 态 表象 的 一 些 应 用 . 


51 纠缠 态 表象 中 的 Weyl 变换 、Wigner 算 符 与 
Weyl 对 应 规则 


在 第 4 章 中 已 给 出 了 两 体 纠缠 态 
Ip = exp(- 4 lal? + nat — т a} +af al) |00), 7=n+in, 
(5.1) 


它 满足 
(X, — KX) |p = V2n |p, (Pi +P.) |р = /2m 10, 
(a,—a}) |1) = 91, (at—a) 1 = т |), (5.2) 


并 具有 正 交 性 与 完备 性 
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[imas Git = aar — 1. 
(5. 3) 
在 文献 [77] 中 已 证 明 双 模压 缩 算 符 S, Q) 在 纠缠 态 |p 中 有 一 
很 自然 的 形式 


= #2 
5.00 = [ л 2 
= ехр[А(аї а! – ала,)], и=е. (5. 4) 
(| Å latata заг) |) 是 一 矩阵 元 ,引入 其 广义 的 Weyl 
变换 为 
һҺ(о,у) = af Eier rm (g—n| lat,a} ai saz) 10+, 
(5.5) 
这 里 :hlo,7) 是 两 个 独立 复 参量 o,7 的 一 个 经 典 函 数 . 由 于 思 7 一 


W 是 纯 虚 数 ,e" ”7” 可 以 看 成 是 Fourier 变换 核 , 因 此 式 (5. 5) 
的 逆 变 换 为 


a 2 . . 
(o— т lalala sa) 1+ = | ace, yeni т". 


(5.6) 
о 9 = 0,0—7 = о, 
(| Hlat,at,a saz) 19) 
= [л (2+, 7]expt[Co — 990" — 0007" — a" 12). 
(5.7) 


ERG. D 的 两 边 同 时 左 乘 | ES 14") 并 右 乘 |[(o EL R mam 
态 的 完备 性 | ËZ 1o'》(o'| = 1, 得 到 
F(a} salsa, sa) = fare” 10| ate’ (6). 
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exp{[(o’ —o”)y* 一 Yo —o0"*)]/2}, 
(5. 8) 
然后 作 积分 变量 变换 dodo — Ad’od? n, A 


Нса\а\,а за) = A farfod тй (о, Ne" 10 pot ml 


= Гезал, лсо), (5.9) 
式 中 定义 了 
2 . . 
Ato”) = | Ле” 7 [а р) (а т]. 05.10) 


将 式 (5. 1) ЖА (5.10) 并 利用 TWOP 技术 对 式 (5. 10) 进行 积 
分 ,得 到 A(o,7) 的 正规 乘积 形式 
A(o,Y) = x= : exp[—|o— (a, — af) |? —| Y — (ај +a,)|?]:. 


(5.11) 
ES 
Y=at+f*, s=a-f", 
а =“ +ib), p= ж\е КРӨ» (5.12) 
就 有 


: exp[ 一 | o— (a, — af) |? —| y— (аі +a) |]: 
=: exp[— 2(a* — af)(a—a,) — 208" — aD (8—a,)]1:. 
(5.13) 
Ж Ao, Y) 与 式 (2. 59) 中 的 单 模 Wigner 算 符 正规 乘积 比较 ,不 难 
看 出 A(c,7) 正 是 两 个 单 模 Wigner 算 符 的 乘积 形式 , 即 
А(а,у) = Ala,a* )ACB, B), (5.14) 
所 以 A(c,7) 被 称 为 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 . 那么 为 什么 一 定 要 
引入 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 呢 ?原因 是 对 于 两 个 纠缠 在 一 起 的 粒 
子 , 说 每 个 个 别 粒子 处 在 什么 量子 态 下 已 无 意义 ,必须 把 这 两 个 粒 
子 作 为 一 个 统一 体 来 描述 . 而 A(c,7) 就 具备 这 个 功能 , 它 的 边缘 
分 布 为 


96 


[еодс,» 


: exp[— (У — а – аі) (У 一 ad 一 az)] : 


PIGRI (5, 15) 
式 中 :纠缠 态 |& 是 |р ЮЗГА 4 章 中 式 (4. 31)]. 
19 = exp(— 1 +¢at+e'e}—at af) 00), ё = & +1, 


1 
x 
1 
x 


(5.16) 
满足 
(KX +X.) |& =/2& |, (Р,—Р,) | = /2&, 15， 
(а tah 19 = £|, (atta) 19 =ë |. (5.17) 
另 一 边缘 分 布 是 


ferao = ples (5. 18) 
因此 ,对 于 双 粒 子 态 |) 的 Wigner 函数 的 边缘 分 布 分 别 是 
Геос acon ID = 1 Dlr (5.19) 
和 
Jere AY) 19) = 19р. (5. 20) 


RP: | OCD ir CAO 15-.) 代表 了 发 现 两 粒子 处 于 相对 动量 为 
V26 (总 动量 V2 т) 和 质心 位 置 为 V26 (相对 位 置 为 V2 т) 的 概率 ， 
也 就 是 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 的 边缘 分 布 反映 出 了 纠缠 特性 . 利 
用 IWOP 技 术 还 可 以 证 明 纠缠 Wigner 算 符 在 |2) 表象 中 表示 形式 
为 


2 . ` 
AG, = | © Iy— pe + ee (5. 21) 


从 式 (5. 10) 来 看 ,密度 算 符 o 的 Wigner 函数 为 
trLoA(c,7)] =, (о, У) 


2 
=| Sa + qlelo— pep — 9° + (5.22) 
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Щщ p=|0)(¢| 为 一 纯 态 时 ,有 
(0,7) = | dot pp Go— pen 下 (5.23 


为 了 能 很 清楚 地 看 出 其 物理 意义 ,利用 8 函数 的 积分 公式 ,对 上 式 
进行 积分 : 
Jenn = | ко pe Co— papa) = 2 о)", 
(5.24) 
这 给 出 复 函 数 yo) 的 几率 分 布 . 另 一 方面 , 令 Co) B Fourier 变换 
AIO : 


wo) = je jC— pet ren, (5. 25) 
代入 到 式 (5.23), 有 
2 2 2 
wes, = | Paes Pepi er). 
[=a De], 
2 ] 


exp 
‚ү +" š +ë 
or) 
Е gr Оз (27+ ре +7" JoHo" 
Б = | Fico (7+ Oe em, (5. 26) 
再 对 式 (5. 26) 如 下 积分 , 即 
[чо со, Y= se Fir ру b+ Df ao ee" 
-JS Ф ру EE NSDL) 


-1 GM, (5.27) 


这 正 是 %c) HY FE $E PS ЖСН) Л, Ж 211. W (o, y) 是 正确 的 二 维 复 
Wigner 函数 . 如 果 在 (7| 表象 中 定义 如 下 的 两 个 波 函 数 
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ет" р" (0 0) = pi (G+) = $ GD). (5.28) 
利用 纠缠 态 表象 的 完备 性 关系 , 式 (5. 23) 可 以 被 重新 改写 为 


2 
®„(а,) = [к Dh 


2 
= 4f Maine 
1. 
= 


filg)» (5. 29) 
Ж: 的 归 一 化 由 少 决定 . 再 根据 Schwarz 不 等 式 
2 2 
KALZ |[ #1 Wop 
<f aor. сора, 
(5, 30) 


这 就 给 出 了 纠缠 Wigner 函数 的 上 界 
| Wo |< 1, (5.31) 


п? 
所 以 一 个 归 一 化 的 纯 态 的 Wigner 函数 的 BERK F es Ah 
Ей). 
最 后 ,要 说 明 的 是 式 (5.9) 就 是 纠缠 形式 Weyl 对 应 规则 ， 


hbo,7) 3 H lat,a} а за.) 的 经 典 对 应 函数 . 把 第 2 章 中 任意 算 符 
的 Weyl 编 序 展开 式 (2. 76) 推广 到 双 模 情况 


p= | 22 i(—B,,—B.| p |B1,B,) ° 


2 
exp[2>) (ala; +а,8; —Ba}) |i, (5. 32) 
j=l 
其 中 : 18.8) 为 双 模 相干 态 , 再 将 式 (5. 11) RAR. 32) ,得 到 
А(о,у) 的 Weyl 编 序 形式 
Д(0,У) = i: bla —af —o)d8(at —a, —o" )8(а 十 ad 一 7) • 
8(а{+а—7°)}. (5.33) 
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根据 IWWOP 技术 ,就 有 
i ACat,ad,a; sar) } = [atretonconacon. (5. 34) 


这 种 Weyl 编 序 形式 十 分 简洁 ， 对 于 研究 纠缠 态 的 量子 
Tomography 理论 十 分 有 用 . 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 对 于 计算 纠 
缠 态 的 Wigner 函数 特别 方便 ,例如 在 双 模 压缩 算 符 S, 作用 下 , 根 
据 式 (5. 4), 式 (5. 10) 以 及 纠缠 态 的 完备 性 ,就 有 
SzAlo,7)Sz = Alo/p,17), (5. 35) 
于 是 很 容易 得 到 双 模 压缩 真空 态 的 Wigner 函数 
(00| 5,40, У) 5! |00› = (00| ACo/p,17) |00) 
= m exp(—| a? | /Ap —|y|2⁄2). (5.36) 


5.2 ”正定 的 纠缠 Wigner 算 符 与 不 同 质量 的 两 体 
纠缠 态 表象 


由 于 Wigner 函数 (y| A(c,7) |» 不 总 是 正定 值 ,我 们 用 一 个 
方便 而 直接 的 方法 给 出 正定 纠缠 形式 Wigner 算 符 与 不 同 质量 两 
粒子 的 正定 纠缠 形式 Wigner BAO. 先 推 导 单 模 正 定 的 Wigner 
BA. 前面 已 给 出 单 模 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 为 


ACGz,p) = L : exp[— (z— i)? — (р P.D: 1+, (5.37) 


83 X, SUR Ti P, 项 乘 以 ”来 改写 上 式 (x > 0), 即 


1+1/к 
引入 
A(z, pie) 
1 
= Ух ‘ = уу? _ к ру? 
“аө : exp 本 可 X) т‘ Р) $ 
1+ 
(5. 38) 
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看 它 是 否 能 写成 |z,p;x) (х,рзк| 的 形式 (投影 算 符 )? 
根据 : exp(— ata) : = |0) (0|, 可 确定 |z, pig) BEAR 


А к!/* 1 +e 
|x, p3«) 5%! is і 


(ne +1420) at —"F+at |} 10, (5. 39) 


这 里 of ХАР. |, oe) 是 一 个 单 模压 缩 相干 态 . 很 显然 ,对 


于 一 纯 态 19) 的 广义 Wigner KAY] A(z, pie) |9) =| (x, pie 
D 上 ?总 是 为 正 值 . 根据 上 述 思 想 以 及 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 的 
正规 乘积 形式 (5. 11) ,引入 


AG, Y;«) = тр 1 ep- Toa +at)(" —at+a,)— 
0-а аро" —а1—а)]:, (5.40) 

再 利用 etate :一 100)(001, 有 
А(о,у;к) = |а, У;к) (о, У;к| (5.41) 


它 也 是 纯 态 投影 子 , |o,7;x) 为 


Ук 1 pe ol? +E _ 
[о,у;к› = zs Tl 2 (ко + У) af + 
(ка" у") af — (e— 1) at a} |} 100), (5.42) 
它 是 一 个 双 模 压缩 相干 态 , 这 就 保证 
(P| А(о,у;к) |p) =| (о, Узк| фу |? > 0. (5. 43) 


在 文献 [77] 中 给 出 对 于 不 同 质量 两 粒子 的 纠缠 形式 Wigner 算 符 
的 正规 乘积 


A, = 2: ехр{— [7 — f(a, +a}) — g(af—a;)]+ 


[7* — Ра! + а) — gla, —al)]— 
[o— f(at—a,)+g(a,+a})]- 
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[o* — f(a, — al) + glat+a,)]}:, (5. 44) 
式 中 :f,g 是 两 个 实数 ,满足 fo tHg = 1, 下 标 g 表示 纠缠 Wigner 
RAS g 相关 . 它 的 边缘 分 布 为 


ао у: РЕ t t 
^9, =з exp{—[7— fla, +a!) — g(at—a,)]+ 


Ly’ — flat +a:)— в(а = аі) ]) :. (5.45) 
利用 : etate :一 |00)(00|, 上 式 可 改写 为 
[es ace, =L Val (5.46) 


RP: |У), 是 一 种 新 的 纠缠 态 ,为 
In, = exe[— > 17I? + (fy + gy") a} + (fy: — gy) al — 
Ув ба айй) — (f° — в?) af a} ||00). (5.47) 
它 满足 本 征 方程 
[flai +а}) + (а! –а,)) |У), = У |У,, 
[flat +a) +g(a –а})] |79, = У" |, (5.48) 
或 者 
Cf + 2) (а taf) + (f в) (а +al)] |У), = 27, |”,, 
СОР в) ба 一 ab + (Ff +g) (af аг] 17, = 21% |7),. 
(5. 49) 
另 一 边缘 分 布 为 


feran, = 1 : ехр(— [7 — f(al — аг) + g(a, +al)] ° 
[o* — f(a, —al)+ g(at+a,)]}:, (5. 50) 


进一步 分 解 为 
ferao, = 1 Jorg Kol, (5.51) 
AF: 
lo), = exp[ 一 去 | z |* + (fo во") af —(fo* + go) al + 
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fg(at—a¥) + g) af а} || 00) (5. 52) 


是 另 一 个 新 的 纠缠 态 ,满足 

[flat — а) — g(a, +a})] |о), =a |о),, 

[flai — af) — glat +a:)] |o), = о" |о),. (5.53) 
可 以 看 出 , 17), 与 |0), PAER. 


对 于 两 个 粒子 的 不 同 质量 mS и, = yi 一 1,2, 以 及 
[21 #2 £ #2 
{к + = s. М2 2 ® 
fig = m Бн =1. (5. 54) 


4S k = 1,0 = 1,M = m + m = 2 时 , BRAR Х, = 
ah (a, taf) 与 动量 算 符 户 =i 0 (ai 一) 的 形式 为 
ma; 2 


k ES Be i ola abs tj 


2/5" 
(5. 55) 
因此 ,质心 坐标 的 形式 为 


Xen = ш Х, +. 
= V (а tat) + V (а + al) 
= гыш +a} p+ +ар, (5. 56) 


质量 权重 相对 动量 为 

P, = x, P, — p P, 
а а —al _ a, —al 
| 


Р- ғ t , + 
7i [Cf — g) (а —af) — (f + g)(a, —af)]. (5.57) 
i 


将 式 (5. 56) 以 及 式 (5. 57) 与 式 (5. 49) 比较 ,有 可 见 


Xeon |», =g” Ж 


A 1 
P, |0), = —( f° — &')У» в» 5. 58 
[7 at & 7; |У) ‹ › 
Җр.У = у +17». 所 以 |7>, 是 不 同 质量 的 两 粒子 质心 坐标 与 权重 


相对 动量 的 共同 本 征 态 . 另外 ,从 
Š Š а 十 af a,+al 


X, = X, — X, , (5.59) 
i 2 М 2 yp 
P. P, +P, i Vp (a, — af) — i Spe (a, al), 
(5.60) 


并 参照 式 (5. 53) ,看 出 lo), 是 两 粒子 相对 坐标 与 总 动量 的 共同 本 
TEAS: 


Х, |0), = 22 |o), Р. |0); = /2o, |о),. (5.61) 


类 此 式 (5. 42) ,根据 式 (5. 44) 我 们 给 出 两 个 不 同 质量 粒子 的 
纠缠 Wigner 算 符 的 正定 形式 , 即 . 


Д(а,У;к), = з exp 


к к 
m (1 + к)? 1+к 
[(7 一 fa; 一 fal—gal+ ваг) • 
(7 — fat — fa, —ga,+ga})]— 


ple- fal + fa: + ga + gal) • 


(o* — ја + fat+gat+ga,)]}: (5. 62) 


MRZI : clashes :一 100》(00| ,可 以 找到 不 同 质量 的 两 个 粒子 
的 正定 的 纠缠 形式 Wigner 算 符 


ACO, YK), = |в,у;к)„(о,у;к|, (5. 63) 
AP: 
У к 1 pely |а| _ 
kazár age] rl 2 29 
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(xYf ++ кву" — ов + јо") al — 

(xfY* — кув —of — go" ) aÍ + 

(к= 1f — g) al aÍ + 

fe(e—1) а fg(e—1) at?]}|00). (5.64) 


式 (5.63) 保证 了 
(@| ACs Ye), |9) =|,„\о,У;к|ф) |°>0._ (5. 65) 


5.3 “用 纠缠 态 表象 求解 动量 耦合 的 两 体 动力 学 


Rae ee ener ee ae 
-Ë 


+ F(X, — Х,), (5. 66) 
РТ moe 221. 由 于 带电 粒子 的 运动 生成 电 
流 , 因 此 «P, P, 看 作 是 电流 与 电流 的 磁 相 互 作用 . 对 于 这 样 的 系 
统 ,总 动量 己 = P, + P, 是 守恒 的 , 即 

[H,P]= o, (5.67) 
因此 , 令 1р.Е,) 是 H, P ЮЖ, НЕ 

H |p, E, = E, |р,Е„), P |p,E,) = р|р,Е,). 

(5.68) 


5.3.1 Ж 表象 中 求解 H W fE ik s 


FRE (S| 表象 ( 见 式 (4.41)) 中 求解 H 的 能 量 本 征 波 函 
BO), 为 了 获得 该 系统 的 能 级 ,由 质量 权重 相对 动量 Р, = a, P, 一 
m P, а + = 1, = т (m 十 ma)) 易 知 下 列 关系 : 

P, = Р, +m P, P,=4,P—P,, (5. 69) 
进而 注意 到 
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Pi Р Р Р 
2m, ' 2m, | 3M T 2p’ (5.70) 


式 中 :M = mi 十 mz 为 总 质量 ,py 一 “T 为 折合 质量 能 够 将 式 


(5.66) 中 哈密 顿 量 A 改写 为 
H= (м trer)” +r — m) PP, + (2, —*)Ё + 
F(X, — X2). (5.71) 


在 第 4 章 中 已 知道 P, = Р, — pP, 与 K< = X, +X, 的 共 
同 本 征 态 为 


Ip = expl- 4 Isl? + EEH Qa = аә lal + 


qe 一 (mm а) аі + 


Hieu — ш) (af? — ај?) — 4ш af аі] |00), 


(5. 72) 
APO = 0, + it, A= 204 +) Awe 


Ra O = fFOIO = VAFA 1р. (5.73) 
BAD = 3t 10 = vate ID, 6.74) 


J iocias, dt = ара. (5. 75) 
这 样 ,利用 式 (5. 74) 式 与 式 (5. 68) ,在 表象 O 中, 式 (5. 71) 给 出 
E.G PoE.) = (яа) коа а) + 


JE erta (ie) [eE + 


(E| 下 ( — X,) |p,E,) (5. 76) 


以 及 

«ДОР |р,Е„), = DEI DEn). (5.77) 
为 了 进一步 化 简 ,借助 式 (5. 1) 中 的 纠缠 态 17》 和 式 (5.72) 以 及 相 
干 态 的 超 完备 性 计算 出 (7| 510 的 内 积 


919 = JZ екенго» — а) hh — 8 $) HVA С t, — m6) J}. 
(5. 78) 
根据 式 (5. 2) 以 及 式 (5.78), 有 


= rs 2 
(£| (P, + Pa) = С] [ven 17 1 


2 id 
= [= [-igg оа вое с, (5.79) 
> = 2 
О) = (tl [1,2 | 用 《下 


= [lg ag tah |. (5,80) 


将 式 (5.80) 代 人 式 (5.76), 则 有 
(li /2(&- = 一 -at ) + (яу) + 


ко р (к) ЕРЕ) = 0. 
(5. 81) 


另 一 方面 ,将 式 (5.79) 代入 式 (5.77), 有 


| isl? ж ia 05 | p) ‘tlp,E.) = 0. 


(5. 82) 


设 波 函 数 (51p,E,， 具 有 以 下 形式 的 解 : 
‹ р›,Е„› = 更 ,exp[Li(m — и) 6,5], (5. 83) 
将 式 (5. 83) 代入 方程 式 (5. 81) 给 出 
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li aF (а) bo + TE, |, = 0, 


СІЯ 
(5. 84) 
其 中 : 
с. = реа нәр, (5. 85) 
(1 — 2ye) VX 

_ pop a 1—иМк* p? 

T= (зме) (z; "ze 1—2pe М 
(5. 86) 


把 式 (5. 83) 代入 式 (5. 82) 又 给 出 


(NE =0. (5.87) 


п РАЖ v, 的 解 为 


„= ехр(ї,/5- pt: )х,, (5.88) 


式 中 :Xx, 与 5 无关 .将 上 式 代入 式 (5. 84) ,得 到 关于 X, 的 微分 方程 


(i jer 244 (z. =K) — bo)" +T- E, |x, ә = 0, 


(5. 89) 
求 得 x, 的 解 是 


х.) = celi t [i (去 K) =e + 


(T—E,)(%: — ,)1), (5. 90) 
式 中 :C 为 归 一 化 系数 . 


5.3.2 Æl 表象 中 求解 百 的 能 量 本 征 波 函 数 与 能 级 


本 节 , 回 到 纠缠 态 (7| 表象 中 ,利用 式 (5. 78) 和 式 (5. 75) ,在 
式 (5. 83) , 式 (5. 88) 和 式 (5. 90) FRAI p E) ZRA 
р.Е,), Вр 


108 


lp, E,> 
: 
= ol | ŽE olp ED 


À y ñ 
= с, | exp {ila отт Ов — mb) + 


Fallt 8) 


(T—E,) (t, — t.) ]) 


= | Hiat exp {i( [Z p Vane) ti} + 
epli F 6066) + 


(ТЕ, 十 VE F) (t, —b)]} 


=C oT £ (а) (SE p- n entao 2 


Е eos[ [2 +], (5.91) 


其 中 :5 与 式 (5.2) 的 本 征 值 方程 的 以 及 总 动量 由 式 
(5.68) 给 出 这 两 件 事 相 自治 ， 


eo Ne 
(ж к)] $t), (5. 92) 


-1/3 
e=" (4 «) (T—E, 42Р) = Bg, 


(5, 93) 

= Erm} 这 (5.94) 

Fan [1 у “= т) 2 (z; к) (Е, – T)P , 
(5. 95) 


然而 | == eos [E 十 ee ] 其 结果 为 Airy 函数 . 当 s>> 0, Airy айай 
Bessel( 贝 塞 尔 ) 函数 , 即 


] 
(Qp, E,) Ceen” ali (z (,/+ p-m) 


етот, a 
ai „б.у 1 TMS Cap A] 
~ Ca( 37) ЖЇР(Фд *) | еї? LTr? mA 


8(,/2 p—m )exr(— 26"). (5. 96) 


4e<0,Airy 函数 表现 为 第 一 类 Bessel 函数 , 即 


(|p, E, = с(® lel Е? к) enton Я 


SEa n)a ee) (Ë м) 

(5.97) 

因为 粒子 的 运动 受到 X, — K, > 0 的 限制 ,能 量 的 量子 化 由 方程 
(7 =01р,Е,) = 0 决定 ,也 就 是 E, 由 下 列 方程 决定 : 

[Jus ($ 2 e)tan (£ е"), (5. 98) 


它 的 解 由 Bessel 函数 的 表格 得 到 ,能 够 列 出 
g = 2.3381, 4.0880, 5.5206, 6.7867, 7.9441,.; 
(5. 99) 


因此 ,从 式 (5. 95) 就 知道 基态 的 能 量 
жый, 3381) (Я. ж)" +T. (5.100) 
再 利用 式 (5. 86) 并 恢复 Planck( 普 朗 克 ) 常数 ALA 


_ $ 1 一 2pu \ 7] | 1— „Мк? p? 
= (2, 3381)[ nF ( za )] + 二 fir 


(5. 101) 
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以 上 讨论 表明 ,纠缠 态 表象 提供 了 一 个 解 两 体 耦 合 动力 学 的 
新 框架 , 它 能 很 自然 地 把 动力 学 化 为 单 变数 的 微分 方程 ,而 另 一 个 
变数 则 以 参量 的 面目 出 现在 方程 中 ,另外 运动 耦合 项 自然 地 包含 
在 质心 运动 的 能 量 中 . 


5.4 ”量子 谐振 子 的 二 维 高 斯 微 扰 


高 斯 微 扰 (Gaussian perturbation) 的 模式 在 一 些 研究 领域 里 
被 广泛 使 用 ,如 探讨 天 体 物 理学 的 大 尺度 结构 ,求解 数学 中 的 演化 
方程 等 . 在 本 节 中 ,采用 IWO 技术 与 纠缠 态 表象 的 方法 ,推导 两 
模 的 情况 下 受 高 斯 微 扰 的 Fock 态 矩 阵 元 的 精确 表达 式 , 其 结果 与 
超 几 何 函数 有 关 [e5 

考虑 一 两 维 谐振 子 受到 ee*%- 和 %”(4 <— 0) 的 高 斯 微 扰 , 即 总 哈 
密 顿 量 算 符 为 

Н, = (ata, + ala, +1) + ee, (5. 102) 

为 了 导出 高 斯 微 扰 OY 在 两 模 Fock 态 中 的 矩阵 元 ,借助 两 体 
HAERA. 利用 两 模 相干 态 的 超 完备 性 以 及 式 (5. 1) ,有 


2, 42 2 > 
«пт |) = [ыа e tel aa ab tat of 100》 


1 И ГК, | 
= (atm te | Ча лч = (m+ z¿ )"=? 


= С or y> (5.103) 
y mln! 
其 中 已 用 积分 公式 
Pz ku клн _(_ tet n! 
| x = e = (— DA mB REA < Ok n), 


(5. 104) 
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[ен = (c Daop (ReA < 0), 


(5.105) 
Haim (7, 9" ) 是 双 变 量 Hermite 多 项 式 
Hany) Dy 
wm DT = По 010017 7 


1=0 


; ney Dorr 1 
exp(—tt’+tyn+t'7 ) 一 22 atmi Hem 7 oy; 
(5. 106) 
根据 式 (5. 2), 5K C5. 3) 与 式 (5. 103) 以 及 式 (5. 106) ,就 有 
(п',т' | екй) |n,m) 


2 
一 | Stem nm | 9)<q| m,n) 


т+т 2 
= р Eoi em? H,,,,, (999° )H,,., 6999" ) 
Vm \п\т\п\) T 


ee с" Sn Tn tm 


名 SG dm —s)!k!(m Юп k! 


= 
| лей рар eae (5.107) 
再 根据 
和 se = (— DHA pl, — (5.108) 
就 能 导出 


| Eaei qo о morte ет! 


= | тено р on ун еа? 
Е 
(2) ` Mn! +m—s—k+2)! 
(QA т — [2а — J (1+ TETEN 
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= A(s,k)2F\[b,c3d34°7/(1—A)?], (5. 109) 


RP: 
1 n +m—s—k n +m—s—k 
b= + 5 ‚ с=1+ z , 
4—1 
а=1+т=т+т=п ыны ОВ саат. 
Е 2 I 7 (1—2O2p(d) ` 
(5.110) 


2Fi(a,B;Y;z) 是 广义 的 Hypergeometric 函数 ( 超 几何 函数 ) : 
„F, ба, Вуз) = rm > Г(п+а)Г(п +8) 2" 


Гг < TCz 十 7) nt’ 
(5.111) 
BR |z|<1. 
将 式 (5. 109) ЖА (5. 107) ,得 到 矩阵 元 
Hl win! mn 
= (п',т | етй |m,n) 


_ 55858 L aA] +m—s—h)! 


61 名 5 二 7 一 II 一 Am 一 和 5“ 


гЕ.[6,сза;А/(1— А)? ], (5. 112) 
4-1 
(—1)"" Vm In Imin! (3) 
式 中 :B . 4 m = т уп = п 


(1— d) 

时 , 式 (5. 112) 就 是 能 级 的 一 级 近似 修正 : 
EQ, = (п,т| $? | m,n) 

TD a a) minal (n +m—s— В)! 
Z< £ mm Rn k lm b)! ° 


2Fi [b sc’ 5142/01 — 222] 
1А)" К 


(5.113) 


式 中 :2 = pim itt g — tt? 以 及 
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ЕФ, = Eu. 
特别 地 , 当 取 m == m = 0 时 , 式 (5.112) BH 


Е Ие 
<n’ ,0| eX 10,2) 


2. 


о 


А “十 1 А? 
ns 145514258 a: | (5.114) 
FR n = лп = КА Bs, 
(0,0| ей 10,0) = —1 (5. 115) 
le | V1 一 2A 


有 趣 地 发 现 方程 式 (1. 130) 与 式 (5. 115) 之 间 具 有 相似 性 . 
实际 上 ,利用 | 7 的 完备 性 可 以 得 到 式 (5. 115) 的 结果 , 即 


en- | ооу =| Фе | 7) | 00) 
1 А(а{—а]})? 
aal TO Ji 00). 
从 上 式 就 能 得 到 基态 的 有 关 A 的 一 级 修正 
| 00) + 72 | 00) 十 | 20) +] 02) — /2 | 11). 
从 式 (5. 112) п, Ч 的 一 级 近似 修正 和 本 征 能 量 
EQ 的 二 on 即 
1 m'n'mn 0) (2) , Н Ын А 
р = 23: mo ЕФ, =s учу УЧУ, ЕФ = 2; otal 
(5.116) 
其 中 : 求 和 上 标 符号 () 表示 求 和 除了 m = т 和 n = n 项 之 外 . 


5.5 ”纠缠 态 表象 求解 复 变 量 Fokker-Planck 方 程 


传统 上 ,求解 密度 主 方程 的 途径 主要 通过 书 表 示 ,Q 表示 或 者 
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Wigner 函数 转换 成 Fokker-Planck 方 程 (c 数 方程 ) ,而 真正 解析 解 
的 Fokker-Planck 方程 为 数 不 多 . 一 个 典型 的 Fokker-Planck 方 
程 0892, 


ӘР ) = yar [zP(z,D]+ + Sra. (5.117) 


其 中 :zx 为 实 变量 . 由 于 微分 算 符 (aye 1_(z)2, 


(Že 满足 SU(1,1) 李 代数 ， 所 以 可 以 用 SUC, 1) 指数 算 符 分 


解 公式 ,能 精确 求 出 式 (5. 117) 的 解 . 如 果 将 式 (5. 117) 推广 到 复 
T) ER 
BP 7 3t) = {SCP or DIHS seit РО" st) + 
A ә 
2 dnd" 
其 中 :7 是 一 正 数 , 其 对 应 于 弛 列 时 间 , 而 4 表示 扩散 系数 . 该 方程 
的 形式 解 为 
字 


А ә . ә м 
РСТ st) = ё"ехр[ („+ эү + 59у POT ;0) 


= e” exp[ 2r:( ZŠ © = Е oF )]' 

РО" 30), (5.119) 

式 中 :P(7,7 ;0) 表示 初始 时 刻 的 状态 ( = 0). 为 了 得 到 PO, 

7" st) 的 明显 表达 式 , 这 里 借助 纠缠 态 表象 |) 来 分 解 式 (5. 119) 
中 指数 算 符 . 注意 到 下 列 算 符 : 


Des Lik — K, + (P, +Ê, 


aa PCH з). (5.118) 


L.= Fock, +X,)°+(P,—P,)?], — G5.120) 
Lo =- (XP, БХР), 
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具有 SU(2) 李 代数 , 即 
(L_,L,J=2L., [L,,L,] =+ L.. (5.121) 
利用 式 (5. 1) 可 以 导出 
© > š С] š Š А ә 
Q| (X, + X,) = iv? an “7” 0] (P, — P,) 一 一 iV2 Эң, 7 
(5.122) 


REAG. 2) 与 式 (5. 120), 将 算 符 L. ,L_,L。 分 别 作用 到 | 用 ， 
得 到 


2 
l L+ = Lete, 


а 
al L-= -4% әл +Z). (5.123) 


ә 1 
| Lo = (= ® 3 an ™ эт, tz) 1. 
HAF 7 = т +1, UR 


ауага ә 1а ә 
Б (эт; ign)? ay = alan tian) 
(5. 124) 
A 
ee ә ә э оа 
Эй Әф С aa "Эң + am TaT ay 
(5. 125) 


ә, . 9 Я 
可 以 看 出 微分 算 符 7 (7547 гус), 101° й SUC) F 
代数 . 因此 ， s R 中 微分 算 符 


no r ə А 
(2 э›+ ® эү) Say эта 也 清 足 SUC2) 李 代数 , 妈 
à Š рә, у ә _A_? 
lay этар 2 эт 2 57 |= 25 agay 5:126) 
再 利用 算 符 公式 
kat 一 BIA 一 A 6 5 (5.127) 
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式 中 : [A,B] = 一 人 ,9 是 一 参数 ,就 能 分 解 式 (5.119) 中 的 指数 
算 符 


Pq 31) = eexp[ 7: (13+ т ax) | 


А 27 __ С 
exp[ 26е D туғ г Po. 30). 


(5, 128) 
由 于 


PO 10) = [dP ne PCO, 108° C9— m), (5.129) 
式 中 :两 维 Š 函数 的 形式 
è? (9— р) = | dr mm), (5. 130) 
т 


导出 Green 函数 
GCN," 5t | 1,1630) 
=e ° ，_9 А pon ә? Я 
е exp[7: (153+ 7 on ) Је 1] эдт" ] 


8? (n— m) 
= е?” ° и Ө: ФВ жу дэ" с о). 
= е exp[ (75.7 an ШЕ мй. т" 
27 __ 
exp[ 一 | BI? Кет, (5.131) 
其 中 :对 于 之 0, 有 
2 
[Eier -moie т—ъ›—181* се —1›] 


47 一 7 | 7 一 Š 
ape 17 = ] (5.132) 
将 式 (5. 131) 代入 式 (5. 132) 便 得 到 
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GCT 


. 47 —7|е"у—1 |° 
st |30) тА(1— е2) | с D l ] 
(5.133) 
Je ,得 到 
. 4 y| е — 
Р(7,1' ;t) mall |e (= ету m |? ): 


aLe” — 1] 
P(7 ,mT ;0)d2 mo, (5.134) 
这 就 是 式 (5. 118) 中 复 变量 下 -了 方程 的 解 . 


现在 考虑 一 个 更 复杂 的 复 变 量 Р-Р 方程 


aP nr D =? aP O, т :DJ+ aoc Psn ;1)])+ 


д? 
à gay КОТ iD +$ Pope st) + 


A а Ж 
ЕЯ эү PC n и). 


(5. 135) 
它 的 形式 解 为 
P7" t) 
2! х ү а 
= er exp (15. + T am эт )+ 2 (a7 +59. 5 十 2 әтә Т 
Р(7,7' 50) 
= etexp[ 一 2X( 了 十 十 A)]PC7, 7 30), (5. 136) 
җир. 
ә * лга а 
В 1 1 Py he ( )， 
2 97 2 әр 4У\Ә Әт"? 
了 了 Т ST 8.137) 
Sw Or 
22У ӘтӘт ` 
ARG. 137) ,可 以 发 现 满足 下 列 对 易 关系 : 
[rT,B] = 一 P， [A,B] = 一 人 ， 


[LO 十 A),B] =— (P+ A). 


(5. 138) 
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因此 ,利用 式 (5. 127), 则 有 


РОЗ) = exo (155+ 7 э] 


А Ea ё om 7°30). 
ер ре" (гу +77 +2 aan )]Ре 7 
(5. 139) 
相应 的 Green 函数 为 


С," st | то 76 50) 

-eco[z( 记 tr 起 外 
ates = + =) pea- Th) 
= eexp[7: [2985 + 7 a) 


| SPexpt— ieor — 95 — 8 C7— nn) — 


exp| Де" = v(Z 


Абе" 10021812 +01, (5. 140) 


es ore 
Ты B — 95) ie р т) — Ace — 
(2181 +8 +8") ] 
Е & Z cen 1) — iñ Re(7— т JÉ. 48 ermon) 


7 — y[Re(q— 90) J aa LAN 
ay P| 4al” — 1) вас N 


(5.141) 
所 以 
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С» 31 | тт 30) 


> Ye” Әә, ә \], 
= aec ieat" эү)! 

= y[Re(q— %) ]? 
exp| 4aCe* — 1) 


= yet — Y(Re(e*7 — 90)? es 
me туко aac oye Pame- 0). 


(5.142) 


Jamo })) 


最 后 得 到 式 (5. 135) 的 解 


Pr iD = ату [| er a | 
8(1тС(е” т — 90)) PC po 95 0) о. (5. 143) 
从 上 面 分 析 看 出 ,借助 纠缠 态 表 象 (7| 很 容易 计算 出 下 -己方 
程 的 形式 解 中 微分 算 符 的 对 易 关 系 , 这 有 利于 分 解 其 中 指数 算 符 
以 便 得 到 解 的 具体 形式 . 
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第 6 章 量子 相 空 间 中 的 新 积分 变换 


在 数学 物理 领域 ,常用 的 是 傅 里 时 变换 ” 、 拉 普 拉 斯 变 
换 [”" "1 和 汉 克 尔 变 换 [** 咏 等 ,本 章 将 介绍 范 洪 义 所 提出 的 一 种 新 
的 量子 相 空间 积分 变换 " ,简称 为 范 氏 变换 . 它 有 良好 的 变换 特 
性 ,例如 可 逆 保 迹 性 "5 ,利用 该 变换 可 以 导出 分 数 傅 里 叶 变 换 
BE, 此 外 ,我 们 将 范 氏 变换 推广 到 纠缠 态 表象 ,研究 其 相关 
性 质 ,以 及 Weyl 编 序 与 一 些 非 对 易 算 符 编 序 之 间 的 关系 ,并 用 它 
来 导出 复 分 数 傅 里 叶 变换 核 "9. 这 些 新 变换 不 仅 丰富 与 发 展 了 变 
换 理 论 ,而 且 丰 富 了 量子 相 空间 理论 . 


6.1 量子 力学 中 范 氏 变换 的 出 现 


本 节 介 绍 范 氏 变换 是 如 何在 量子 力学 中 自然 出 现 的 . 在 第 2 
章 中 ,我 们 知道 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 为 
A(z,p) = Ь8(х— Х)8(р—Р)} = {80р Bèla Х) +, 
(6.1) 
BRA 8p — Р)ё(х— K) Уу 8(х— Х)8(р — P) 的 Weyl 编 序 形式 
分 别 是 什么 呢 ? 为 此 ,利用 坐标 本 征 态 |z) 与 动量 本 征 态 |p) 的 完 
备 性 以 及 (zx|p) = g RA 


x 
8(р— P)8(z — X) 
= [a |р" ор Р) D far’ Ч 


- [22 [а d(p— р) (= х ev? 
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l руб e, (6. 2) 
根据 式 (1.75) 和 式 (1. 76) ,得 到 |х), |р) 与 相干 态 |B) 的 内 
积分 别 为 


2 
(z|B) = xMexp(—% +/2z8— +É -4 181°), (6. 3) 


CB = exp- Ë —iv2 pa" + 58"? — + 1818). 
(6. 4) 
将 式 (6.2) 代 人 式 (2.76) 并 用 式 (6. 3) 与 式 (6.4), 则 有 


8(p— P)8(z — X) 


= Zj ÈE ppal em | ee etto ; 


= | df i ехр[ —|B\?+V22B—y2ip B+ 


2(pra—atp+atay—& 42°); 


= 1 į expl—2i(z— Ф РӘ] i, (6.5) 
这 里 已 考虑 广 = рата, = ae at) ,并 用 了 积分 公式 


2 
ЕЕЕ + & + 9° + fe? + gz "2 


1 Snt+&et+ rf 
=s ауа |, (6. 6) 


其 要 求 Re(£+ f+ Z) < о,ке(=А/Е )< 0, 或 者 Re(5 一 /一 
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£ —4/к 
z) < 0,Re(p— HE) < 0. 类 似 地 ,也 可 导出 
d(x — X)8(p— P) 


2 * 
= 2 ÈE вус em | pe amao { 
= L : exp[2i(z — Х)(р—Р)1}. (6.7) 


从 式 (6.5) 与 式 (6.7) 看 出 6(p 一 P)8(z R) Z W(x — Х) 


8(p 一 户 ), 这 是 因为 义 与 户 不 对 易 的 .对 于 式 (6.5) 与 式 (6.7) 的 
导出 也 可 用 另 一 种 方法 , 见 文 献 [95]. 
根据 6 函数 的 性 质 与 式 (6. 1) ,就 有 


L expl 2i(z— Хәр Р]: 


= 1 јарана раса D — P { 
= 1 араас", ре юсю), (6. 8) 
x 
于 是 ,从 式 (6. 8) 和 式 (6.5) 导出 
A fap’ de’ ace’ sp VeRO) — 80р — Р)ё(х— X). 
(6. 9) 
同样 地 ,由 式 (6.7) 也 可 导出 
A арад" DEPO 一 SCz — X)3(p— Р). 
(6. 10) 
所 以 根据 Weyl 对 应 规则 ,etzte-*e /x 可 分 别 看 成 Xz — X) 


d¢p— Р) 88(р— Р)8(х— X) 的 经 典 对 应 . 另外 ,相对 式 (6. 8) 的 
ERA 


{sede i exp[— 2i(x Х)ф Р)] Et 
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2) | dzd Pagaza” p) ELPA tp pe) 
= , 


= арас pe #2 — ac — p 
= A(z’,p’), (6. 11) 
这 就 说 明 下 面 等 式 成 立 : 
Jazapscp — Б) DEP = Alp’), (6. 12) 
或 者 
[aazacz Хәр Pye trv) — az’, p’). (6.13) 


所 以 , 式 (6.9) ~ (6.13) 在 zx-z 相 空间 中 是 Wigner 算 符 的 新 
变换 形式 ,简称 范 氏 变换 . 


如 果 在 式 (6. 11) BB Pie аар FC) ,得 到 
Jaafar аср 
= Jaar | dedeo we jexp[ 一 2iz 一 加 (一 疡 ] } 
Е |= : emberh 1 GCp,z), (6.14) 
令 


rays 


GCp,z) = Í Sr de р, eee, — (6.15) 


这 是 一 个 新 的 有 趣 变换 ,不 同 于 两 维 Fourier 变换 | Santo (z, 
y) = HH(p,q), 且 当 取 fp ,xz ) = 1 Bf, 
[E erne = Jasa] еко = 1, (6.16) 


这 就 表明 变换 式 (6. 15) 可 看 成 函数 G(p,z) 的 展开 式 , 其 系数 为 
РО х7). 06.15) 的 逆 变 换 为 


Геос) =flpz). (6.17) 
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证 明 如 下 :将 式 (6. 15) 代入 式 (6.17), 有 
| dz dp’ осо Gp —_ z’) 
x 


= | dz’d -ee UAP pp, ah yer eH) 


л 
| dade” Cr, f 78р е0 рар an) 
= Јела eee 8(р—р)8(х— z”) 


= (р.х). (6. 18) 
式 (6. 15) 与 式 (6. 17) 具有 可 逆 保 迹 性 , 即 


Ја pow р 
= | dz'dp' | Gp’ yz’) ef dd ишу» š 
| ахар t-te» +(zr"+pp")] 
x 
一 | асар |С‹р/,х') Јаре aca —2")8(p— р) 
= [582 |с, 1", (6. 19) 
这 有 些 像 Parsval Ж 8199. 
下 面 , 用 上 面 的 范 氏 变换 来 讨论 一 些 算 符 编 序 问题 "9. 例如 : 
从 式 (6.5) 可 以 看 到 如 下 的 范 氏 变换 而 导出 P - X 排列 : 


[S282 ec 2iCz— X)(p— РЭ] į fCp,z) 


= Japazacp Рус = Х) f(p.2) 
= f(P,X) |рези› (6, 20) 
而 从 式 (6.7) 又 见 
[22 : exp[2i(z — X)(p— P)] i f(p.x) 


x 
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= [aedzsc -Hp — D fpa) 


= f(P,X) | kein. (6. 21) 
再 利用 式 (6. 7) ,也 能 导出 


Х"Р' = fapdzenp (2 — Xap — P) 
= 2  expl2i(p — P (z — 7} 
Ly" i Ee 
= (>) (一 Dr | He АХ,Р) :, (6. 22) 
式 中 :H,,, 是 双 变 量 Hermite 多 项 式 


min(m,r) 


m!r!(— 1)! ee 
Halts) = 2 om TD (6.23) 
以 及 相关 积分 公式 


[уса 906—0] = (Z) юнь, 
(6.24) 
其 证 明 如 下 : 
dzyrexp[2i(y 一 9(z 一 9 
эӊ (Әү ү Әү" f dzd 2izy 一 2ix 一 2ixr 
= (5) (6) | Se 
„(Өү he EER 
=e (&) (5) faze òlz— t) 
24 әү EAW 一 2 这 
= e (5) (55) ° 
= 右边 . (6. 25) 
因此 , 范 氏 变换 理论 提供 一 种 简单 的 方法 将 X"P" 变 成 相应 
的 Weyl 编 序 形式 . 同样 的 方法 ,利用 式 (6. 5) 以 及 式 (6. 24) 的 复 


HH, REA РХ" 的 Weyl 编 序 形式 , 即 
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БХ" = [арагрттаср 一 户 )8(z — X) 


š i "p" 
mtr 
i 


_ | арат bet bir { 
x 
1 r} X š р) : 
(>) i Hn GZ, — VZD) i. 
(6.26) 
根据 式 (6. 15) 与 式 (6. 17), 易 知 式 (6. 24) 的 逆 变换 形式 为 
[®®( 2) Cam Wye =х"у', 


(6. 27) 
这 也 是 一 个 新 的 积分 公式 . 然后 ,依据 式 (6. 5) 和 式 (6. 27) ,就 有 


Ly" stat 
(ж) (i) Ha (VZR, i VZP) |šešw 
ae А А 
= (2) ci [dpded¢p — Pace — DB, VE zri 29) 


1 mtr - w 
= (2) cif ddz нң (Zz,iV2p) j eiD : 


= ; X"P' }. (6.28) 
又 因 式 (6.23), 有 


1\"*" n = 
(>) СН, W2X i V2 P) [рейн 


Е уа) (т), (6. 29) 


联合 式 (6. 28) 与 式 (6. 29) ,能 导出 


min(m,r) 


Бер Уу (#)2()()6 =. c.so 
类 似 地 ,从 式 (6.7) 与 式 (6. 28) BSE A 


1 mtr A РЧ 
(2) Н.Х, —iv2P) | sete 


1 mtr 
= (ж) ` r [apazd(x— 80р – Hn 2x, —iv2 p) 
2 (2) ] =н. 0/22, —iv2p) : emb H 
= ХВ: = РХ", (6.31) 
即 
iP i = F =) uÇ) RE", (6. 32) 


所 以 , 式 (6. 28) 与 式 (6. 31) 分 别 是 将 Weyl 编 序 形式 转变 为 户 在 
前 或 入 在 已 前 的 排序 形式 的 基本 公式 . 
联合 式 (6. 22) , 式 (6. 23) 与 式 (6. 30) ,也 能 得 到 X" P” EMP 


在 义 前 的 形式 : 
Х"Р' 
min(myr) mirt i): ур 
tf SS АЛАР”: 
各 nacb plz) 77: 
min(m, r) гү і ү = = 
mir! 1 1 ú i 
LLARI — ! À 
> бї DIC Dilz) D(z) k \ k ) 
pgr 
min(m,r) i 
mir! ТҮН ы rere EE 
> У na Die (2) А 
=“? itm 171 prey (6. 33) 
名 m- Dr Dk i | 
这 样 就 得 到 它们 的 对 易 形 式 
min(m,r) 7 
СЖ", = 》 mr рене, (6.34) 


21 (т — Б) 10 — Б) 1А! 
另 一 方面 ,从 式 (6. 26) , 式 (6. 23) 以 及 式 (6. 32) ,也 有 


Pram = (2) гїн WER, 62Р) 
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min(m,r) 1 


mir! Түс See 
т з то Вет (в) де 
тт, тЇ П —l\ /m—l 
> Me DIDIE У (5 Ve '(, )( k | 
Xr te pre 
min(m,r) 


mir! 


> п 016 ETT 
这 就 是 将 PX” WM X 在 P 前 的 排序 形式 ,同时 


ртр, (6. 35) 


тіпт.) 
Ут pr mir!(—i)* Set Е 
ГУРОВ 2 a D Н (6.36) 
因为 
# = eeo = da ACP+X) 
P+R ‚— da? | 


= i(b+ X" 一 > (r): RP= i, (6.37) 
将 式 (6. 30) 代入 式 (6. 37) ,可 以 推出 
Ф+® = ONES) н()("„ poe. 


k 7 (6. 38) 
或 者 用 式 (6. 32) ,也 有 
(PL X= SOS Б) н). 
(6. 39) 


6.2 纠缠 Wigner 算 符 的 新 变换 与 应 用 


将 范 氏 变换 推广 到 双 模 纠缠 情况 "1, 并 研究 其 性 质 与 相关 应 
FA. 前 一 章 知道 A(o,7) 的 Weyl 编 序 形式 为 
А(о,у) = į 8(0— а +af)8(o" —al+a,)8(Y—a, —a}) • 
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80У" —at— a) і, (6. 40) 
下 面 为 了 简单 起 见 , 令 
8 (o— a, 十 al)82 (7 一 ai —a}) 
= 8(o—a, +a})d(o* —at+a,)8(7¥—a, —a})8(Y" 一 al 一 az ). 
(6.41) 
自然 就 要 问 82 (> 一 al + al)8% (и—а,—а}) 的 Weyl 编 序 形 
式 是 什么 呢 ? 鉴 于 纠缠 Wigner 算 符 与 纠缠 态 表象 有 关 并 根据 式 
(5.2) 与 式 (5.17) 可 以 导出 82 (一 aa +a)” (и —a— al) 的 
Weyl 编 序 形式 , 即 
8(v— a, +a})8(v* — af +a:)èly— a, —a})8(u" 一 af 一 az) 


=[® 1 Ёо (уа tal) 1919 8 Cu — a –а}) 
= +Í dads | <b] et” 28 (у 9) 8 (и — 8) 


1 


=F tél es, (6. 42) 
这 里 已 用 了 JS 和 | HAR 
(18 = Fexr ё 6 р/2]. (6. 43) 


从 式 (6. 42) Bit НЯ |0 (£| 的 Weyl 编 序 形式 , 便 有 
8? (y—a, +а})8% Си—а, —а}) 的 Weyl 编 序 形式 .为 此 ,利用 任 
意 算 符 的 Weyl 编 序 双 模 展开 式 (5. 32) ,并 利用 


(18, p2) 

= exp(— 1? ев. +68: — BP — leus —!ЁГ) (6.44) 
和 
‹— Bis — В, |1 


= ео (– Ш – зв таъа 181 _ RÈ), (6. 45) 
能 导出 17 | 的 Weyl 编 序 形式 
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рер = af TALE i в, —BRIPEIB B) + 


2 
ехр[2 У) (Вга, — ав, tala.) ] 
k=l 


1802: E- gp: to +B B: 
-IA Ie EÉ + +68, —АВ + 


2 
2>) (Bras — alp, +ala,) |; 
k=l 


2 2 2 
= tPF ER 218 +ñG—2a] — 2 ++ 
BE Ор 4+ 2a, + —2af)+(& —– 2а\) (2а – р + 
2 
2) а}а,]} 
k=l 
=2} ЕС — 98") + а, —at) + War + al) 一 
m (a, +а}) + & (a, – аі) +2 af at —2a,a, ]:, 


(6. 46) 
其 中 已 用 了 积分 公式 
арса] +z + 72° )=— += [— a), Re(D < 0. 
(6. 47) 
从 式 (6.46) 就 有 


+ 1р) ет 02 i expl(€— а; — аі) (7 —af+a,) 


(q—a, +ај) (6° —at—a,)] }. (6. 48) 
将 式 (6. 48) 代入 式 (6.42), 便 有 
82 (v—a, +а})8%® (u—a, —a}) 
= i exp[(#— а —a})(@"* —at+a,)— 
(一 a +а}) и" —а}—а,)] (6. 49) 


它 在 ; ;内 是 exp 指数 形式 . 注意 到 
[of — azsa; +a] =— 2, (6.50) 
就 应 该 考虑 到 不 同 于 式 (6. 42) 的 另 一 形式 
ò? (u— a, — а})8% (一 ai +а}) 
= +Í dade [EC] ew 77 0289 (у рё (и Ф). (6.51) 
与 导出 式 (6. 48) 类 似 的 方法 ,也 有 
+ | | e" -78/2 = ; ехр[(—а,+а})(&' 一 af 一 az) 一 


(€—a, —af)(y° 一 af 十 az)] £, (6.52) 
即 
ò? (u—a, —а})8% (一 al +а}) 
= ;exp[— (и — а – а}) и‘ 一 al 十 az) 十 
(v—a, +alh и" 一 af 一 az)] (6.53) 
从 式 (6.49) 与 式 (6. 53) 的 结果 ,必须 指出 由 于 Weyl 编 序 符号 ; : 
存在 ,(: er DO 不 等 于 je 
下 面 ,考虑 纠缠 Wigner 算 符 Alv) 与 82 (7 一 ai + а})8® 
(6 一 aa —a}) 的 积分 变换 关系 . 作为 式 (6.40) 与 式 (6.49) 的 结 
果 , 有 
82 (7 一 al +а})8% (一 al —a}) 
i expl(&— а 一 a 扫 (7 一 af 十 az) 
(7 一 al +a})(&" 一 ad 一 az)] : 


ара? . ge eS 
=f j юс" ep a — al) + 


89 (уа +a): 
= | Фр зш өн 一 MEH Аруу), (6.54) 
这 就 是 纠缠 Wigner 算 符 与 A(p,y) M8 (u— a, — af) 8? (v — 
а +ар юнита а [аади 二 1, 可 认为 四 个 5 算 
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符 乘 积 以 ACp,v) 形式 展开 . Wey) = (| AC) |), AK 
(6. 48) 与 式 (6. 54) 就 能 得 到 |) 的 Wigner 函数 积分 关系 


| — ена Ep W (u,v) = Fol Del pre жол, 


(6. 55) 
而 式 (6. 54) 的 逆 变 换 为 


| ded’ лу (7 一 al + a})8 (&— а, — ај)е 9 HEH" > 
ea +O Ce” <p" ) 
= | Cody neu! sV ye tH —m ит) о 
[ а sg е" у'н" 0-0 e” HKH * p”) 
т 
2 Í а eg Y aq se +` =m tp BD Cy yy 3® Cy! ш) 


= A(p,v), (6. 56) 
所 以 式 (6. 54) 与 式 (6. 56) 有 资格 成 为 量子 相 空间 中 有 关 纠 纺 
Wigner 算 符 的 新 复 积分 变换 . 

如 果 在 式 (6. 56) 两 边 同 时 左 乘 | E De, O ,并 考虑 


x а; +a} р а—а} 


j wa 5 ° 


(6.57) 


得 
2 2 
[| “е Ур» АС,» 


2 2 
= [о qa +а1)82 (€—a,—a})- 


d’ иду = РЕ ЕКЕ 
| 二 DCvp)e (Ew Cy" у" HIE" р" )》 
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Z f dee 18? (7 一 an +a)? (ё— а, — at) 7,8 
Е _ X. — HAM) [L P rb), 
z т? V2 V2 
x + X, P, — P, 
8 & — 1 (£ Nt E A 


Š, 一 Z Pab Libi) 
v2 v2 v2 vz J 


jzre 


(6.58) 


其 中 已 引入 
An = | абру мее кетн 0700-0, (6, 59) 


这 也 是 有 用 的 积分 变换 , 它 具 有 逆 变 换 形 式 
анион F098) = Ру. (8.60) 
只 要 将 式 (6. 60) 代入 式 (6. 59) 就 能 证 明 
于 下 了 zy е, 。 
x 
| d? ud? A I " av Of CE mp DHE? =u" py =w" E 
тп? 
-pem Ff EM IE reo , 


2 2 
Í dud’ vec SA etme" QE" EEE" 
us 


= fare ary so еее Tr 8 9 (у Р ps” (€— ë) 
= GCT7,6). (6.61) 
由 于 


2 2 
[е AG 00) – 008—0) (6 и" )] 


= fesce- ace pt ye I 一 1，(6.62) 
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ес oo 可 看 成 在 6-7 复 相 空间 的 基 矢 函数 ,或 者 式 
(6. 60) 看 成 以 eA DDE —н°) 分 解 D(v,p) ,其 相应 的 系数 
28 20,0). Fa Hb» BJ AWE ВЯ 
2 2 
[ER so, | 
2 2 2 "гу 
= [80 роо pf 6 expl ut vv + 
(i! ри]. 
2 2 
[го =н") (ин) + — V" )€+ 
(и — 0) ] 
= [ “н> | DQ, pz) [eza eesti б 
3? (и — ш) O — v) 
2 2 
= | gd У | Dosp) |è, (6. 63) 


这 表明 式 (6. 59) 与 式 (6. 60) 的 变换 式 也 满足 可 逆 保 迹 人 性 . 

利用 上 述 的 新 变换 也 可 以 解决 一 些 对 于 式 (6. 50) 的 算 符 编 
序 问题 . 例如 ,我 们 想 将 算 符 (at 一 cz)"(a Hat” 变 成 它 的 Weyl 
编 序 形式 . 根据 纠缠 态 的 完备 性 以 及 式 (6. 43) ,有 


2 2 . .` 
НБ |р етл 一 1 (6. 64) 
和 
2 on 12 aN эӊ 
+ {fate [E><q] eo ez = 1. (6. 65) 


再 利用 式 (6. 48), 式 (6.64), Җ (5.2), 式 (5.17) 以 及 积分 公式 
(6.24) ,得 到 
(at — a)” (a +а})" 

= $f “ёз рсе er ews 
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2 az E А 
= J d 1 Eper : еба 0209 —af +a, )—Cp-a, афс" —at —a,) 


резање. 


k=0 1=0 


баве), 


xpl2i(n == x: ) (е oe Р, ) | H 
етене (7 Jina. CX — Xa) iP, Êo]. 
k=0 1=0 
Н, СОХ + Xe), —i(P, + P,)] š. (6. 66) 
同样 地 ,利用 式 (6. 52) 与 式 (6. 65) ,有 
(a, +a})"(at—a,)" 


人) 


k=0 1=0 


Н exp 2i( I+ 


H, [(X, + Х,) 10Р, + P,)] 。 
H, ,[— (X, — Х,),10Р, 一 已 )] +, (6.67) 
这 也 得 到 了 (a +al)" Cat 一 az)" 的 Weyl 编 序 形式 . 


136 


第 7 章 用 IWOP 技术 导出 若干 算 符 
恒等式 与 新 积分 公式 


IWOP 技术 实现 对 Dirac 的 ket-bra 型 算 符 的 积分 ,这 件 事 本 
身 结合 量子 力学 的 若干 算 符 公式 可 以 推导 出 新 的 数学 积分 公式 ， 
反 过 来 ,从 已 知 的 数学 公式 也 可 推导 出 若干 新 的 量子 力学 算 符 公 
式 .大 家 都 知道 Hermite 多 项 式 在 数学 .物理 中 都 有 广泛 的 应 
用 "~ , 它 包括 单 变量 Ho(z) 与 双 变量 Hnn EE, IE S Jai 
者 并 不 是 前 者 两 个 的 直 积 ,实际 上 双 变 量 Hermite 多 项 式 可 看 成 
两 个 单 变 量 Hermite £ Bi zÇ AY A 00. 例如 初等 量子 力学 
的 谐振 子 波 函 数 p, (2) = (271 ут) eH, (x), Е 6 
备 的 函数 空间 的 基 矢 . EMR EE HH, ES ) 可 以 看 作 广义 
Bargmann 函数 的 基 矢 ,其 对 应 于 双 模 Fock A". 在 文献 [105， 
106] 中 ,已 指出 双 模 压缩 Fock 态 就 是 双 模 压缩 真空 态 在 双 变量 
Hermite 多 项 式 的 激发 . 在 Fourier 光学 中 ,HH,., (68 ) 可 看 成 复 
分 数 Fourier 变换 的 本 征 函 数 以 及 梯度 介质 中 电磁 波 传播 的 本 征 
OTS AL, ж # Y: Hermite 多 项 式 更 多 的 关注 , 并 用 
IWOP 技术 导出 若干 新 的 量子 力学 算 符 恒等式 与 积分 公式 . 


7.1 有 关 单 变量 Hermite 多 项 式 的 算 符 恒 等 式 与 
新 积分 公式 


7.1.1 HH,(X) 一 2" : X, : 的 推导 与 应 用 
Hermite 多 项 式 的 母 函 数 定义 是 
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[n/2J 


еа (—1)'n! m2k 
H,(z2) = NR > Ha —2Е)1 2 (7.1) 
或 者 
Hie Se 
et tte — > atin). (7. 2) 


经 典 数 = HAR X = а ж\н 4 与 a1 可 交 
换 的 性 质 ， 
> can Ras tH pg өйөө ү gut ie (7 3) 


利用 Baker-Hausdorff 公式 
ee! = ehtaet[4 司 ,[A,[A,B]] = (B,[A,B]] = 0, (7. 4) 
可 将 式 (7. 3) 以 及 式 (7. 2) 化 为 


> сш = ex? ->4 "HX, (7.5) 
be etme t 等 次 ,立刻 得 到 范 氏 公式 
H,(X) = 2": Xs, (7.6) 


此 公式 也 被 文献 [109] 所 证 实 . 当 H, (X) 作用 于 真空 态 |0》, 由 式 
(7.6) 有 


H,(X) |0) = 2"?а!" |0) = Vnl2" |n), (7.7) 
RP: |n) = af/ Jn! 10) 为 粒子 数 态 , 再 由 Fock 空间 坐标 本 征 态 


2 t2 
|x) = о ( 5 十 V2Zzat Sy) 10) ,得 
x 


1 a n= /2 
(z|n) = (z| H,(X) |0) = H,(z), (7.8) 
vn!2" Мп\2" Vr 


这 与 文献 [15] 的 结果 完全 一 致 . 


RE Н.Х) = 2" : X" : 也 可 以 导出 Hermite 多 项 式 递 推 关 
系 .由 式 (7. 6) ,很 容易 导出 
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H,(— X) = 2": (— Х)" := (—1)"H, (X). (7.9) 
根据 Hermite 多 项 式 关系 也 H(z) = 2nH, 1(z) ,得 到 


os а S CX) = 2nH, (XK) = n2" Ks, 
ax 
(7.10) 
而 很 显然 在 Aint KO =: at : 成 立 ,这 就 说 明 
d, pa Ana, (7.11) 
ай ах 


即 说 明了 微 商 可 穿越 ::, 此 性 质 是 正规 乘积 一 个 非常 重要 的 性 
质 . 这 样 就 利用 式 (7. 6) 与 式 (7. 11) 导出 


о а dees Сау 


Zn! ,or — 2"n! = 
=") ed ут" (X), (7, 12) 
以 及 
Ф. : X" := n(n—1) : X™ := 2na(X : X™ :—: Ks), 
dX’ 


(7. 13) 
将 式 (7.13) 与 式 (7.6) 比较 , 可 以 得 到 熟知 的 Hermite 多 项 式 
方程 


H’,(X) 一 2XH’,(X) + 2nH,(X) = 0. (7.14) 
从 
[: f(a,at) :,а]=—: Dif arah) :, 
5 (7.15) 
[t flasat) :,at]=: 517 eat : 
能 计算 出 下 列 对 易 关 系 : 
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[: X":,a] = Dat Х"+=——п: X" (7.16) 
ә 7 1 — 
t Le е 1 

[: X":,a ] = Bax z“ X (7.17) 


利用 上 述 两 式 , 就 有 
: xX" r= pat ie :十 : Хі ға) 


— Lats е араз: еа Ln—1): Kr: 
al | ) 


=k: kn Tm D: kr, (7.18) 
再 考虑 式 (7. 6) ,得 到 Hermite 多 项 式 递 推 关 系 式 
H,(X) = 2XH,,(X) —2(n—1)H2(X). (7.19) 


将 式 (7.9), 式 (7. 14) 以 及 式 (7. 19) 中 的 X — z, 就 变 成 我 们 熟知 
的 Hermite 多 项 式 递 推 关系 式 529 . 


利用 H,(X) = 2" : X" : 导出 积分 公式 . 从 坐标 表象 的 完备 性 
faz [х2) х|= 1,# 


н, = [в |z)(=| H,(z) 


= 1 teed’, 
= gle ë H, (x) 


=: 8, (7. 20) 
于 是 有 积分 公式 

pfi H, (2) = 2"y", (7.21) 
这 与 文献 [111] 中 的 结果 一 致 . 注意 ,这 里 并 没有 真正 做 积分 计算 
便 得 到 了 积分 公式 ,此 外 ,也 可 接 得 到 如 下 积分 公式 ， 


Јна = >| ak = I xm +С 
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一 с ee Xx 
= 59 Tp H, ОЮ +C, (7.22) 
即 


[Hode = sH, Gy) — Har 0001. (7.23) 


2@4+D a 

现 导 出 H,(X) = 2" : X" : 的 逆 关 系 . 由 式 (7. 2) 和 式 (7. 4) 得 
ek = ek ce ы; etki oe > ae Л H, GX) £; 

(7.24) 


将 式 (7. 24) уе — У) om 比较 两 边 的 上 次 等 ,有 0 


= 
= (21) : H,GX) :. (7.25) 
根据 该 结果 , 则 
Х"” = XX" = (21) : H,GX) :: H,GX) :, (7.26) 
以 及 
mm 一 (2D 一 ” : Hwn GX) :. (7. 27) 
从 式 (7. 26) 和 式 (7. 27) 揭示 了 
: H,GX) +: Ha, GX) : =: Ham GX) :, (7.28) 
也 很 容易 得 到 相干 态 表 象 中 矩阵 元 


(z| X" |z) = nH, (1 ), (7, 29) 


该 结果 非常 简洁 . 同样 ,利用 坐标 表象 完备 性 ,得 
x = gle е-=®* 1 д" 


一 (20 一 : H,GX) +, (7. 30) 
于 是 就 导出 另 一 数学 积分 公式 
place = (27H, у). (7.31) 


从 式 (7.1) 看 ,联合 式 (7. 6) 与 式 (7. 25), 有 
[n/2J (2) 


: Xm n! Hra X) 
= х CEST > 2"k!(n— 2k)! 41282) 


这 就 得 到 Hermite 多 项 式 的 另 一 种 关系 式 
[n/2] n! H. u(x) 
z= >) ee (7.33) 


£¿ 2"k !(n — 2k) !` 
7.1.2 H,(X) = 2° : X*: 形式 的 推广 


与 推导 H,(K) = 2" : XK" : 类 似 的 方法 ,利用 式 (7. 2) 与 式 
(7.4), 有 


> QD", (Hy :一 : ен. 
= "! 


= er tD? 
-> а" н, (24%), (7.34) 
比较 等 式 两 边 的 上 次 寡 , 就 得 到 
(法 ')- C2)" (Ka Y": (7. 35) 


式 中 :说 一 (6 十 51)/V2,[5,61] 一 1. 实际 上 ,直接 利用 双 模 坐标 表 
象 的 完备 性 |dzdy | =,y)(z,y|= 1 以 及 积分 公式 (7.21) 与 


[аен = |z. ee 也 可 以 证 明 : 


н, (А). Галан, (F) leal 
= [&%н, (>): ee š 
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Гн, co] B+ ов W2z—y—X)* – (y— y]: 
= ано ef (l 5) ]' 


= (V2)" : (X +Y)" :. (7.36) 
从 证 明 过 程 来 看 , 相 比 上 述 方法 复杂 得 多 . 从 式 (7. 36) ,不 难 
发 现 这样 的 积分 公式 


dzd, EHY) etn? _ а 
[z> H, ( T Jeto — WEp + 2". (7.37) 


根据 二 项 式 定理 与 式 (7. OHR: K : 与 : 立 : 是 对 易 的 , 则 
有 


ad or h(i) же 


k=0 


- (7 )н,‹®н,, ®›. (7. 38) 


4 K — z 5j Y y, 得 到 Hermite 多 项 式 的 新 关系 式 
E+Y)_ yma Sn [n 
H, ( a )= >” INES асо). (7. 39) 
特殊 情况 , 取 = y, 上 式 变 为 
H, Waz) = 2 У) (Cone), (7. 40) 
即 


H,@/2X) = 22 У) (н, сон, CO 


k=0 


= >e > (°): Xt Kets, (7.41) 


A=0 


这 里 需要 强调 的 是 尽管 : X: : 与 : ks 相互 对 易 的 ,但 是 
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п 


п _ А *,(n Bois Е 
: X: X": [ ХХ: 2" : X" :. 
нн (А) 
(7. 42) 


k= 


此 外 ,再 根据 式 (7.6) ,有 
у 2" ç > SS opga okt 
> zah OHD = > sr (XY)" :=: е :, 
(7.43) 
另 一 方面 ,利用 IWOP 技术 以 及 双 模 坐标 表象 的 完备 性 ,得 到 


[E +? 一 =a 


£ —1 
20.2 2) — Der = a 
= [+ : ехр[* 63 221. У — (z— Xy: 0-9]: 
= JI-# Ü е :, (7.44) 


联合 式 (7. 43) 与 式 (7. 44) ,就 得 到 H,Cz)H,(y) 的 产生 函数 为 
1 (2? + у?) — 2tr 
>z = ПЕ (ӘН,СУ) = Fer [60722807 


t —1 
(7.45) 
下 面 ,仍然 利用 式 (7. 2) 与 式 (7.4) ,也 可 导出 
5 HOR) 
zreo EW ep +20 VI-F) 
exp| t +2 Fo) 
ES R), 
> н(е) f#1, (7,46) 
比较 两 边 上 КҮГЕ 
тус (тун [Eh 
H,(fX) = VIP) н.е), (7.47) 


注意 这 里 要 求 f 关 1, 所 以 不 能 想当然 地 ,由 H, (X) = 2" : X" : 就 
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推出 H,(fX) = 2": (fX)" +. 再 利用 坐标 完备 性 ,就 有 
yy f а ret h? , 
ноло = | EH a e 


ү (7. 48) 


中 


= (1 fy: н, ( 
这 就 表明 也 存在 积分 公式 0 


H.( 应 )ere = а—у›"н.( ): (7.49) 


iP 


ja 
考虑 到 Hermite 多 项 式 求 和 理论 


5 (He VZ fH WZ ey) = 2""H, (fe + шу), 
n 


n=O 


(7.50) 
再 根据 式 (7. 49) ,可 以 得 到 


Н, + zY) = [ван (fe + ку) [sl 


= | EH. о +gy): ec , 


“(7 )[ *® mn (V2 fz) 
Hey) + а-о", 


= 2-m/2 > ("а — 2f) O] 242)". 
п=0 (n 


a[i]: 
u 2 a, | 2287. » (7.51) 


对 式 (7. 51) 两 边 同时 取 D) 2. 求 和 , 即 
> EHR + кў) 
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ssl aE. K A ). 


"| 
Vi—2F 1— 2g 


=: ехр[— (1—3 — 62) + 2(fX + gY)] : 
-5 ET n(A), 


m=0 м-в? 
(7.52) 
注意 这 里 已 利用 式 (7. 2) 与 取 m 一 n 二 ,并 重 排 双重 求 和 号 
> А.в, = > УЈА,В,. (7. 53) 


Ш (7. 52) LET CELE TE] 
Ha (SÈ +z = (VIZ fz": н.) 
(7.54) 
特殊 地 , 当 取 f= g = 1, 上 式 就 变 为 
H,(X+Y) = i" : H,[-i(X+¥)]:. (7.55) 
同样 地 ,利用 坐标 的 完备 性 ,有 
Н„(/Х + дї) 
= [| 2 H, (fz + gy) + exp[— (х — Х)° — (y Ӯ)? ]: 
= тето" +H. (FS), (7.56) 
因此 ,得 到 一 个 新 的 积分 公式 "3 
[See + gy)exp[— (x— и)? — (y — у)? ] 
2 Za jg |Јер 
= VIFF) H. (Fa). (7.57) 
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很 明显 , 式 (7. 57) 与 式 (7. 37) 是 不 同 的 , 即 要 求 f — z > ER 


V2 
才 成 立 . 
从 上 面 讨论 可 以 看 出 ,上 述 一 些 积分 公式 实际 上 并 未 进行 真 
正 的 积分 就 可 以 得 到 ,这 就 是 IWOP 技术 的 优点 . 
7.1.3 用 Hermite 多 项 式 展开 的 新 公式 
结合 IWOP 技术 也 可 以 得 到 一 些 新 的 寡 级 数 展 开 公式 . 例如 ， 
用 坐标 表象 完备 性 和 式 (7. 20) ,有 


z Lf (ky? A? 
= > |dzr : € : 
VT 


ex 


"н, Xs (7.58) 


= 
把 文 换 成 z 就 是 关于 e- 用 Hz,(zx) 展开 的 短 级 数 公式 . 如 果 
e 作用 在 真空 态 10》 上 ,得 

e |0) = =o "w 10>, (7.59) 


这 是 一 个 压缩 真空 态 . 
下 面 说 明 如 何 将 sinh(2X) 展开 成 Hermite FMR. 根据 
H,(X) = 2": X", 


oD: SA l _ озуни SA H] OD 
: sinh(2X) : = > [DT 20 = > ОЖ 
(7.60) 
由 Baker-Hausdorff 公式 ,注意 到 
eÈ = еы 一 lial ag ег ей :, (7.61) 
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e 一 еы ~ eVid ae = e ks, (7.62) 
则 
+ sink(2X) : —: SE" 
е1 (ex — ex) 
2 
= e !sinh(2X). (7,63) 


由 式 (7. 60) 与 式 (7. 63) 可 以 得 出 新 的 级 数 展开 公式 ,将 文 > 
РЕЯ 


Н+ (z) 


sinh(2z) = e2 Gnt DE 


类 似 地 ,可 以 得 到 


(7.64) 


> ae = > == : (2K) := e lcosh(2X), 


(7.65) 
即 
cosh(2z) = e> НС. (7.66) 
n=0 N 
另 一 方面 ,注意 到 
e 一 өйкені) elit Tia gl gg ez? 这 ty (7.67) 
得 
Sn (一 "Н, (X) S (= D" А Уут ps с Уу: 
отъ 2 ap DI CO t= ас), 
к ez 这 =e = e(e* = еу 
z 2i Е 21 
= esin(2X), (7. 68) 
即 
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1 1 ` (— 1)" Hy, (z) 
sin(2z) > Ол+ | (7.69) 


同样 地 ， 


cos(2z) 一 15 = — (7.70) 


7.1.4 X” 的 Hermite 多 项 式 展开 
首先 导出 X-! 的 正规 乘积 形式 9. 根据 坐标 表象 的 完备 性 
Jaz [2)(21= 1,9 


= fart |z>(=| 
х 


(2k)? 
Ја. т 


Да А 一 en А 
Е" lim, [Jae oe 
令 上 式 的 第 一 项 中 z = 一 t, 则 


ee Ë ee [ et? 2 
X ук ; lim, [ gs t + < dx x }: 


x)? ў»? 
1 А ex gH 


Сук I шп « de х ү 
1, [gne exp(2xX) — exp(— 22) г, 
= : f dre = е . (7,72) 
现在 把 积分 收敛 在 zx = 0 与 x 一 十 ,于 是 有 
= фр е 2 (| dre" *)х=че - { 
xX == ОЕ+ 1)! 
=b: : ob ata 1/2 2+1 аб А 
“iz > an (三 dze “t )x 


x уз тугае е: (7,73) 
x k=0 


这 里 已 用 了 积分 公式 


+ 
| dret = DG), Reo> 0. (1.14) 
0 
再 利用 组 合 公 式 
С Dn f(r +e À al 
2; k += ()=1/( п )， („= асали 
(7. 75) 


VAR ГОВ 1/2) = Vx2*(2k 一 1)11, 进 一 步 简 化 式 (7.73) 为 


1, SA _2x™" cb", 
x "рти 


一 : УУ) ыз = ý 


24 £4 TORF DEG PD! 


Sy Zo in C D" 
=: 2 二 一 一 人 => = C U an: 
pap» „+. k) n! 


1 (一 1)” 
МЭЭ rr) Ti Kent : 


OD pgm, 
> TaD * (7. 76) 


根据 H,(X) = 2" : X" : ,就 有 


x > нь 0. (7.77) 
< 
H+ 
ХН, (X) = E Hne O + Hy С) 
= СН (Á) +2(n+ DH, 0, (7.78) 
可 以 验证 


150 


x 


= 3 >; жбер Не ОО + 2C2n + DH, 07 
п=0 ++ 


S (= 1)" Hie (KX) A C— D"H;, (X) 
Ga DI T 22 онр T 1 
Sy C D"Hy Ë (X) Sy C 1)" Hz (XD 
Deane Dit T nti +! 


= 1. (7.79) 


用 式 (7. 11) 的 性 质 和 式 (7. 76) ,得 到 X" 的 正规 乘积 形式 


_ fp eerie 1 


н (п – 1)1\ах 


x 
OAOA CD" (AY Som, 
= 2101 È тек 48) ae 


=p 9 6-0" е Ñam, 
VEED „Отот +з/® ee 


nS (一 1)” 
а Za T(m + 1/2) 


ZS (=1)" 2т +1 I 
= /xC— 1) 22, = a ): Hama ($). 


(К 


n—1 


): хт" А 


(7. 80) 
ЖК, щл = 2 Bt, 

1 S (= 1)" (2n + D 

x ЭЭ rapa “Hx (X), (7.81) 
再 联合 式 (7.77), 有 


> С D Han (ХН (X) 
G, 2" On Он +10) 11 


S C— D”t1(22n+ 1) 
=> VCE NTE) Ha (2). (7.82) 
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7.1.5 若干 复杂 的 算 符 恒等式 与 积分 公式 


先 求 : X? : 与 : Хе: 之 积 的 正规 乘积 表达 式 0 . 由 于 
Ker: Ke: = 27s (a + at)? +: ahat: 
= oer StS) EITC Өт (7.83) 
再 利用 aa” 的 正规 乘积 形式 ( 见 后 详细 证 明 ) 
"АС да-а 
5!(1— Ә!(Е—5)!` 


alat = (7.84) 


s=0 


将 式 (7. 84) 代 人 式 (7.83), 有 
3 Ха Xe: 
a таб] аћ? а: 


р 
— Id? 0171 
zr" plat 9] 2 IDM SIR DE] 


1=0 k=0 з=0 


p 9 min[l,h] = 
qms a toits g rkt- s 
oi Ge `) ) 
plat ds >) 22 | ree 
min[ p,q] Ç 
: XPress 

= plq! n, б 

pig! > 2(р—з)151(д— 5)! ©) 


上 式 给 出 了 XP :: Хе: 的 正规 乘积 形式 . 比较 双 变量 Hermite £ 
项 式 的 定义 


нф = >) print omer, (7.86) 
式 (7. 85) 可 以 变 成 紧凑 的 形式 
> A 1\9 А К 
Ха: 9: (р) : Hoa CiV2X,iV2X) :. (7.87) 
车 对 式 (7. 85) 的 两 边 取 相干 态 的 平均 值 , 则 


ба|: Хен: |) 
(р — 5) 15109 — s)! 
(7.88) 


= г„/ 2 min[ р.) 
cals K+ [LE oy el Ke ley һа У) ж 
s=0 


. 
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就 得 到 另 一 积分 公式 
| Фа шген te Ca! j+ z')P(z+ z") 


"ДО piy 


Pla! 22 GESIT о 
利用 式 (7. 85) 和 式 (7. 6) ;就 有 
= 2 min[p.q] s У 
нон = p! У Неъ, ，(7.90) 


24 (р 5) 15109 — s)! 
该 等 式 在 文献 [116] 利用 数学 归纳 法 也 已 导出 . 实际 上 ,直接 从 式 
(7.2) 出 发 ， 
È ae D FH, (X) = ехр[26 ОХ ——°] 


=: exp[2(s +) X + 2ts]:, 


(7.91) 
得 到 
XH, (X) = 5977. + exp[2(s + D X + 2ts J: 
H,(X)H,(X)= Sən ` exp[ 2(s + t) X + 2ts ]: 本 

=: X ых Ө" СД eke : 

Os? ane payer 
ры < 2% 
= ба, Sm Ki 5)%е oe 


min[ p,q] А 
= > е, Keres (7.92) 
5 5 


з=0 


再 根据 式 (7. 6), 同样 得 到 式 (7. 85) 或 式 (7. 90). 联合 式 (7. 92), 
式 (7.6) 以 及 式 (7. 85) ,也 能 导出 一 新 恒等式 


H,(X)>H,(X)H,(X) 
min[ m, n] 


Ea) aa 


ї=0 
min[m n] 


S gea ПГ “== 
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бри) ee 


2 
(7.93) 


另外 ,利用 坐标 表象 完备 性 与 式 (7. 6), 有 

299: XP: Ke : = H,(X)H,(X) 
= fax [бе| H, (2) H, (а) 
= | dz :ee 入 , H,G2)H, (z) 

min[ q, p] “ 
= ээн: Rpte2s : 
= Pla! 21 GSG) 
因而 ,可 以 得 到 积分 公式 
dx 


ae H, (z)H, (2) 


, (7.94) 


min[ q, p] prq-2s 
a AS 二 7.95 
2*чр\д! > 2:(p— 5) 15164 — s)! ; À 


特别 地 , 当 g = 0,Ho (x) = 1, 式 (7.95) 变 成 了 式 (7.21); 当 > = 0 
时 ,在 式 (7. 95) 的 右边 仅 存在 2s = р-а WR ARF- 5)1 = 


(2-9) а-ә. = (25 过)!, 由 于 它们 都 在 分 母 里 , 取 9 = p, 
所 以 式 (7. 95) 可 化 简 为 
dz eo 9 
|= H,(z)B,(z) = 8,912", (7.96) 


进而 ,从 式 (7. 90) 3K (7. 95) ,也 可 导出 
le de >" H, (2) Hy СН, (z) 
Vx 


min p,q] 
Z Wr | iry)? 
= plat > че Hpre (2)H, (2) 
min[ p,q] 
= (p+q—2n)! T 
par! 2) туутта mi 
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дч yptetr ars 

> (p+q—2n— 5) !s!(r— s) !` 
对 于 yy = 0 的 情况 ,有 p+ q+ = 2n+2s,n = (p+q—r)/2, 
以 


(7. 97) 


[Enon we 


2P plqlr! 


人 


(7. 98) 


注意 这 里 p 十 q 十 r 是 偶数 ,p,q,r 中 任 两 个 之 和 不 能 比 第 三 个 小 . 
最 后 ,根据 式 (7. 33) , 式 (7. 95) 以 及 坐标 本 征 态 完备 性 ,也 可 
以 导出 新 的 算 符 公 式 
Žu) = Í dZ Н, (7) eo a 
к= 
[n/2] 


Е SEE 


аба) Н, (а) + 660° 1 


nip! Kr tet 2s : 
Jr & У ep 9U G: 99) 


7.1.6 (pa + val)" 5 H, (aa + va t) 的 正规 乘积 与 反正 
BRB HX, 

这 里 ,利用 Hermite 多 项 式 的 产生 函数 与 Baker-Hausdorff 4 

式 直接 导出 (pa + va t)” HERRES ERRER, HP aat 


分 别 是 玻 色 漂 灭 算 符 与 产生 算 符 ,x,v 是 实 参 数 . 为 了 方便 起 见 
设 0 二 pa 十 vat. 根 据 式 (7.2) 与 式 (7.4), 也 很 容易 得 到 


en 一: exp (20 ++): 


:exp| 2 ў oi) (=i =з) ], 
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sifi Е | 
gd iya) Hy (FS): (7. 100) 


m=0 


这 里 已 考虑 对 易 关系 [av 人 ] — 1. 将 式 (7. 100) 与 ea = У) ^п" 
相同 的 4 寡 指 数 ,得 到 一 个 较 简洁 的 公式 


т = (i 2) (FE), (7.101) 


即 
n Гару" ; ша + va t 
(ua + va t) = (-i,/#) :H(i Va ):. 
(7.102) 
当 引 入 上 一 Ёё = 0, рия (Т. 102) 改写 
为 
В Fa. . [X + gP | 
baby - (AGRE) он. (i ree) 
(7.103) 
RREA R = EEE 与 动量 算 符 忆 一 和 -该 结果 与 文献 
1 


[118 ~ 120] 中 结果 是 一 致 的 . 特别 地 , 当 了 = 1 和 g = 0, MAM 


T X” 的 正规 乘积 形式 式 (7.25). 4 f = 0 # g = 1, 动 量 算 符 P” 
的 正规 乘积 形式 为 


Pr 会 站 : Hy GP) :. (7, 104) 


作为 式 (7. 102) HEH, ЖЕНЕ Ж 2822022) | ym), 
可 表示 为 
Ir,m)+=at"S(r) |0) 
=S(r)St(r)at"S(r) |0) 
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=S(r)(at cosh r +a sinh r)” |0) 


=s (i SEE : н, (i fama + 
тате") 19 
=(-i Гав 27) son, (i [Lat], C. 105) 


这 就 说 明光 子 增加 压缩 真空 态 可 以 看 成 压缩 Hermite 多 项 式 态 . 
同样 地 ,对 于 光子 扣除 压缩 真空 态 "*"* |r,m)- 也 可 表示 为 


|= (~i [Y somn, (i автан) 109. 


(7. 106) 
用 类 似 的 方法 ,也 可 以 得 到 (ya 十 va1)” 的 反正 规 乘积 形式 . 
也 利用 式 (7. 2) 与 式 (7.4), 有 


еа = : Pee : 
= m 
-5 29) н ( a ) : 
4 m! "рь * 
= А o=. (7.107) 
m! 


从 式 (7. 107) 可 以 看 出 
a= (/zy : н.(25) :, (7.108) 


(ua pa ye = (fey : a) : (7.109) 


这 也 是 (ma tat)” RX + eP)"HRERRARAER. 根据 式 


1 
(7.109), f = 1 M zg = 0, x = v = —, 
f g gw 一 > F 


Bp 
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Х" = (+) : Ha (X) +. (7. 110) 


4f=0Mg=1,M z v= ——, 


P" = (5) РН, (Ê) +. (7.111) 
下 面 导 出 H,, (ya +- va t) 的 正规 乘积 与 反正 规 乘 积 形式 ， AR 
(7.2) 与 式 (7.4), 易 有 


> ” 
> mi tin (ua + va t) 


= exp[2t(ua + va t) — # ] 
t 
=: exp [2 1-2; EAEE сто), 


м1 — 2v 
_, S СИГ et)” pa 十 yat \， 
=: > ee H, ( aes) (7. 112) 


比较 式 (7. 112) 两 边 的 z НАЈ ЕВЕ SP H 
Н, (ua + vat) = (V1— gv)" : n (Ваза), 


V1 — 2ру 
(7.113) 
_ [一 这 和 ，_ Гі, 
Жл 万 和 JE 上 式 就 变 成 了 
н.о + by = (IC s n. (EEE), 
(7.114) 


注意 在 式 (7. 112) 的 第 二 步 ,要 求 1 一 2 关 0. 而 对 于 1 一 2pv =0 
这 种 情况 ,为 


> Н. (va + vat) =: exp[2t(ua + vat)]: 
m=0 * 


оо = fm 
=: у) 07а а", 7,115) 
т=0 Ж 
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从 上 式 , 可 得 
H, (ga + vat) = 2" : (ua+vaty™:, (7.116) 


它 的 特殊 形式 ,对 六 =， = jp eR. 6) 的 结果 . 对 /一 一 "一 


iv2 
H„ (Ê) = 2": Pm :. (7.117) 
KWK, Hn (za + va t) 的 反正 规 乘 积 展 开 式 为 


>: E Ha (ua + va t) 
4m! 


t 
= iexp| 2 1+ 2guvt PE TF Ba)" |: 


V1+ 2pv 
_ VIF)” а +vat ү, 
= у ин, 0.118) 


则 


t 
Ha (ua toa) = СИТА)" i Ha (AE) : 


(7.119) 
= f= es. 5 
ЕП Z ЖУ Е 307.119) 变 为 


Ç + gÊ n: y [S2 +eP) \, 
HX + gÊ) = (VIFF) : He 人 CX + gP) ja 


IFF Fe) 
(7.120) 
这 就 是 一 个 新 的 算 符 恒 等 式 . 作为 上 式 的 特例 , 当 y 二 v =” 
> Т 
H, (X) = 2” iH. (4) Sy (7.121) 
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H,(P) = 2" : H. (3) р (7.122) 


7.1.7 AX Hermite 多 项 式 的 若干 新 积分 公式 


借助 交替 使 用 正规 、 反 正规 以 及 Weyl 编 序 算 符 内 积分 技术 ， 
推导 出 一 些 新 的 有 关 Hermite 多 项 式 的 积分 公式 " .这 开辟 了 一 
种 依靠 量子 力学 算 符 编 序 的 技术 求解 一 些 复杂 数学 积分 公式 的 新 
途径 ,甚至 根本 无 需 真正 进行 积分 . 

首先 ,考虑 相干 态 |B) 中 的 已 表示 


p= [р (0 10081, В= а ti (7.123) 
其 中 ， 
18) = exp(— 81 + pat) 10>, (7.124) 
它 满足 a |B) = В |В). 利用 式 (7.25) , 式 (7.110), 式 (7.123) 以 及 
|0)<0| =: exp(—ata) :, 有 


x = = Px, үт 1B《B| 


= z | н, 28) + exp(—| В| + Bat + a—ata)s 


= (21) : H,GX) :, (7.125) 
由 于 在 正规 乘积 :: 内 ,a 和 at 是 相互 对 易 的 且 看 作 参 数 进行 积分 . 
所 以 , 令 a 一 工 与 a1 一 y, 直 接 从 式 (7.125) 得 到 
[н.ст Yexp (| pl: +y8+z8" )= nH, (+), 
(7. 126) 
这 是 一 个 新 的 积分 公式 ,不 容易 用 通常 数学 积分 而 得 . 从 而 看 出 ， 
这 也 是 TWOP 技术 的 一 个 明显 优点 . 
其 次 ,密度 算 符 p 的 反正 规 乘积 展开 式 G 
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p= | £8: Pl p Dexo BI +B a—Battata)t. 
(7.127) 
它 告 诉 我 们 ,一 旦 p 的 相干 态 矩阵 元 (一 外 p1B) 已 知 , 就 可 在 i :内 
积分 直接 给 出 p 的 反正 规 乘积 形式 . 因而 , 根据 式 (7. 25), sË 
(7.127) 以 及 式 (7. 110) ,可 得 到 下 面 的 方程 ; 


Kea cairn] £F : «В|: H, GX) + |Byexp(| B |? + Bt a — 
Bat+ata):? 
ер, ies fae 
(2i) "| ЕЁ: H,(—V2B)exp(—| B|? +8" a—Bat+ata) : 


= 2" 3;H,(CX) :. (7.128) 
从 式 (7. 128) 就 有 
[н.с vap yexp | В| +28" — 8) =H, (62), 
(7.129) 
这 不 同 于 式 (7. 126). 
另 一 方面 ,前面 已 经 给 出 了 密度 算 符 p 的 Weyl 编 序 展开 式 


p= 2f af i(— B| о |B>expl2(B*a—atB+ata)]i, 


(7. 130) 
在 ; ;内 a 与 at 也 是 对 易 的 . 由 式 (7. 6) 与 式 (7.130) 可 导出 


H,(X) = zef že i(— Bl: X" :|Byexp[2(8'*a —atB + ata)] H 


= ne | ®Ё }Ёзехр[2(—| B|* +B’ a—atB+ata)]i. 
(7.131) 
由 于 
H,(X) = : H,(X) i, (7.132) 
将 式 (7. 131) 与 式 (7. 132) 联 立 , 便 得 到 新 的 积分 公式 
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f ®Ёвехь2с—1 B + #8° – ур] = ie FH, (ЖЕУ), 
(7.133) 
这 里 也 不 需要 真正 的 数学 积分 . 
最 后 ,用 同样 的 方法 ,对 于 动量 已 = 2 — RRC. 104) , 式 


iV2 
(7,111) , 式 (7.122) 和 式 (7. 117) ,可 导出 如 下 积分 公式 ， 


[| SEH, Wap exp Bl? + >B + 28") = iH, (er, 


V2 
(7.134) 
| SBH, Zee] Bl? +28" — yB) = nH, (Fee, 

(7.135) 
[2 eoe +6 «— эю] = in n, (222) ers, 
(7, 136) 

7.2 有关 Laguerre 多 项 式 的 算 符 恒等式 

如 果 式 (7. 58) 与 Laguerre 多 项 式 的 母 函 数 
a- exp) Уц (юг (7.137) 
相 比较 ,可 以 看 出 当 e = 一 1/2, 有 

Suc ХОМ := е, (7, 138) 


n=0 
这 是 一 个 新 的 算 符 恒等式 . 然后 ,与 et 二 У) хх 比较 , 即 有 
X” = nl LV? (— X) :, (7.139) 
根据 X” = (2i)-” : H, GX) :， 可 以 得 到 Hermite 多 项 式 与 
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Laguerre( 拉 盖 尔 ) 多 项 式 之 间 的 关系 : 
Ha (i X) = ( 1)" 22" 111 С X), (7. 140) 


这 对 iX 一 工 仍然 不 变 , 即 
Ha (х) = (—1)"2"n IL? (22), (7.141) 
与 文献 [126] 是 一 致 的 . 由 于 H,,(X) = 2” : X” : ,有 
: X” := (—1)"°!12!#(Х%), (7.142) 


注意 式 (7.142) AF (7.139). 进而 , AR (7.58) 与 式 
(7.137) ,有 


g2 2 
а 一 Dexp( 关 5)= (1—4) 1⁄2 : exp(— tX’): 
= У(Х). (7.143) 
= 
另外 ,有 
i C KD": = z + expC—tR) :| 
ч acy? ° т — ,уе+1/@ 
=: ре зәл а—Д°%?]: А 
= Rees MV (Or ¿y q vette 
= YEG > (7) (Sat )ёа-он 
ы А 1/2 
= }ш‹хЭ( " Jent { )e— m. 
m=0 — т n-m 


(7.144) 
特别 地 ,在 式 (7. 143) 或 式 (7. 144), ща = 1/2, 有 
rexp[— XJ: =: У) F kD" DRA. 


n=0 n=0 


` (7.145) 
ШЕЕ г" 的 项 并 利用 式 (7. 143) ,就 可 以 得 到 


: C— X?)" := атл СХ) —1144(Х%)]. (7. 146) 
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再 联合 式 (7. 145) 与 式 (7. 142) ,可 以 导出 
LY? (XK?) — LA CX?) = L; (K). (7.147) 
利用 式 (7. 127) , 式 (7. 142) 和 式 (7. 110) ,有 
Я ав. Р " 24a" epatiata + 
X” = п] z : (— Blt Ly? X?) : [Вуе!! аА + 


= zl EB; Lappe inter eetset { 
= 2-®{ Ha (X) E (7. 148) 
当 a 一 工 以 及 at 一 yy, 得 到 如 下 积分 公式 : 
2 
nif TPL ов exp(—IB |? + В” 一 yB) 


ral lad (7.149) 


6 2=н,.( 2 
再 考虑 式 (7. 130) MAC. 142) ,得 到 
п, 20 X2y 一 ФВ; yen 2‹8" a—atptata) { 
(一 1)"21Lo CX?) = 2 x iC Bl: X 3 | Pret о { 


к c ram f ÉE : Ber etal на" а-авыйа ; 
ко * 


= (— D"n!: (X) Ё, (7.150) 
BJ 
т | CB ae i expla(—| B |? + t'a —atB+ata)Ji 
= пі) i. (7.151) 
也 有 


тч | ФВзгехр[2(—| B |? +28" —yB)] 


= мде [Fet]. (7, 152) 
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7.3 ”有 关 双 变量 Hermite 多 项 式 的 算 符 恒 等 式 
与 积分 公式 


首先 ,介绍 一 下 双 变 量 厄 米 多 项 式 H,.. (O 的 产生 函数 为 


pa a Hon (£56) = exp( 一 大 十 此 十 re)， (7.153) 
或 者 
Hmn (6:8) 一 Bexp— ir tit + re) (7.154) 
从 式 (7.4) ,很 容易 得 到 
eee = eb eA eÂ, (7.155) 
根据 式 (7. 153) 与 式 (7. 155) ,就 有 


enet =: exp(ta+tat+tr): 
: exp[— ir(ia) + (— it)iat — (—it)(—ir)]: 


-> Cit)" іт)" Н,„„Оаї,іа) +. (7.156) 


mina 


然后 ,将 式 (7. 156) ӊ 


n tym = 
wet > сеа)" Gad" 2 wee шта" (7.157) 


mn=0 neo lm 
进行 比较 有 
ата!" = (—i)™": H,,,(iat,ia) :, (7.158) 
上 式 就 是 аа" 的 正规 乘积 形式 5] ,该 公式 是 易于 记忆 的 . 
类 似 地 ,通过 
ete" = texp[rat+zrat—rr]: 
1"т" 


pe Hmn lat,a) : 
т,п=0 °” 


l 
iM: 
` 
Ы! 
© 
Ж 
3 
a 
a 


(7.159) 
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也 可 以 得 到 ata 的 反正 规 乘积 形式 
ata" = :H,,,(at,a)i, (7.160) 
1007.158) 与 式 (7. 160) 的 结果 完全 与 文献 [127] 一 致 . 下 面 列 出 
有 关 式 (7. 158) 与 式 (7. 160) 的 结果 的 应 用 . 
(1) 导出 一 些 恒 等 式 . 例如 : 
ala tma" = (—i)™ : H,.,Gat,ia)a" := ;aH Catia) È. 
(7.161) 
根据 式 (7. 158) 的 结果 ,有 
a"a taiat" = (— 1)" : Hy, Ciat,ia) +: H,,;Ciat,ia) з. 
(7.162) 
另 一 方面 ,根据 式 (7. 160) 以 及 定义 式 (7. 86) ,得 
arataiat = a" 1 H, j (at,a) š at= 
min[ k, j] 


> С 1)'k!;! artila і 
< 106—014 = 01 
min[ k, j] 


Снн" 11 
Z: GC DIG 01 


: Наны Catia) :， 


(7.163) 
联合 式 (7. 162) 与 式 (7. 163) ,得 
: Hin Gat,ia) :: H,,;Ciat,ia) : 
min[ k, j] klj! 


= : Нн ын Ciatyia) :. 


名 п=—0!0—0! 


(7.164) 
同样 的 方法 ,有 
atma"a tai = (— i)" : at” H, „Ciat,ia)a’ : 
=" (一 1)'k In! atrii ti 
名 Tk-Dia—D! 
min[k,n] 


(—1)'Ё1п! 
A HHG DIG— DI 


; H,.,Gat,a) 11 Hi at,a) i, (7.165) 


i Нн ш (at,a) È 
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即 
i Ho(Caf,a) ii Hi; (at,a) + 


SK (Dikla! 
名 HGQ CU 010-01 


iHa баба) і. 


(7.166) 
(2) 导出 一 些 积分 公式 . 从 相干 态 完备 性 的 正规 乘积 形式 : 


2 2 
fe | ж) е] [SE + exc [2 [2 +zat+z*a—ata):=1, 


(7.167) 
有 


2 
aat = | dz). |z)X=| at= 
x 


ok ¿a 2 t . to): 
= | 22 : exp(—|z|? ++ zat+2*a—ata):, 


(7.168) 
再 由 式 (7.158) ,得 
2 
[Erer : exp(—| z|? +zat+z*a—ata): 
= (一 Dr : Hmn iat,ia) :. (7. 169) 


因为 在 :: 内 a 与 at 是 相互 对 易 的 ,它们 可 以 当成 c 数 看 待 . 将 
а = Еа 一 7, 容易 得 到 下 面 的 积分 公式 : 


Hon Cié,in) = үте [ dere *mexp(—|z|? +z + 72"). 
(7. 170) 
或 者 取 iat 一 4 和 ia 一 7, 有 
Han E = (一 рле" deere exp(—|z|? — êz + 92"), 
(7.171) 


2 
Hmn (E = ¢ Dren | Tere exp |z|? + ёх — yx"). 
(7.172) 
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这 个 积分 公式 经 常 被 用 到 "”…”) . 再 根据 量子 光学 中 在 相干 态 | >》 
的 P 表 示 , 得 


p= | ËP |2261, (7.173) 
用 式 (7. 160) 和 式 (7. 167) ,就 能 够 导出 如 下 等 式 : 
ЕН аһа} = [ансат e) 19068] 
x 


= [н.с ,z) : exp[—|[z|?2 + z“ a + 
zat—ata]: 
= at"a". (7.174) 
a 一 7 与 at 一 4, 则 
2 
osa sz) : exp[— (z* — 0" )(z< — 1] = 全" 


(7.175) 
(3) 导出 有 关 双 变量 厄 米 多 项 式 递 推 关系 . 根据 式 (7. 158) 和 
式 (7. 160) 的 结果 ,有 
йк ы 


EE ИЕ 
=a"at™ = m"'a 
da 
一 2( 一 Dr : Hn Giat,ia) + 


= AD)": H,,Gatia) :， (7.176) 
da 


Заа" = та t™ qa" 


=m; Hwi. (ata) i 


di š 
= Gat? H,n(atya) i, (7.177) 
很 容易 看 出 
SH an = mH, E, (7.178) 
ЫН ED = nH (859). (7.179) 
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此 外 ,由 [at,a"] =— na" 和 [a,at"] = та! ,48 


at! а" 一 at™g"at—nata™', (7.180) 
at™a™! 一 qa ma" — mata", (7.181) 
再 考虑 式 (7. 160) ,很 容易 得 到 
; Ho(at,a) і = ;Ho(ata) #аї—пі Н, „1 (аћ,а) i, 
(7.182) 
Hiei (at,a) і = a: H,,,(at,a) і —mi H, (ata) 1, 
(7.183) 


这 就 得 到 了 Н„„(ё, 0) 的 有 名 递 推 关系 (at > Sa > 7) 
Н„н.„(&,) — EH m,n (E) + nH,,., С, 7) = 0, (7.184) 
Ны СЕ, 7) — Hmn СЕ, 7) + mH ,,, CE) = 0. (7.185) 


7.4 ”用 纠缠 态 表象 导出 双 变 量 Hermite 多 项 式 
的 算 符 恒等式 与 积分 公式 


下 面 ,还 可 以 在 纠缠 态 表象 中 推广 以 上 的 一 些 公 式 "”"1. 首先 
回顾 一 下 纠缠 态 表象 H" 


[5 = exe(— + Гере анч е 67 ать?) 00) 


一 ce > атн. ) 100) (7.186) 
满足 
(atot) |& = 619, (at+o) | = ë |€, (7.187) 
或 者 
(K+Y) ID =/2& |8, (Р, –Р,) |® =V2& |8, 
(7.188) 


= a tih Р. = 41 ы Р, -2 一 多 是 动量 算 符 . 
其 中 :一 & + = 5 р, = *= 是 动量 算 符 .利用 


|00><00| =: exp(— ata — btb) : 以 及 IWOP 技术 可 以 证 明 它 具有 
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正 交 性 与 完备 性 : 
je БҮС 


[е (at+o—€ )(а +bt— 91: 


= [64 А exp|— (& = +. (е - =) alt 
= 1. (7.189) 
根据 式 (7. 155) 并 注意 到 [a 十 bt,at 十 6] = 0, 导 出 

etter Hh) 一 : exp[tCa + bt) +'(at + b) J: 


= У) Еа atobat +o)", (7,190) 
mn=0 eee 


与 式 (7. 153) 相 比 较 , 则 
Н,„„(а + bt,at+b) =: (a +bt)=>(at+ b)" :. (7.191) 
利用 式 (7. 187) 与 式 (7. 189) ,有 


Hnn (a +bt,at + b) = [н.е БЕ 


= | déH, cee ) : е4" Matt , 
x 


=: (а +bt)" (а! +6)" :, (7.192) 
由 于 [a 十 +,at 十 6j = 0,367. 192) 也 能 得 到 积分 公式 式 (7. 175). 
再 利用 式 (7. 187) 与 式 (7. 189) 以 及 积分 公式 (7. 192) ,并 联合 双 
变量 Hermite 多 项 式 的 递 推 关 系 式 (7. 184) ,推导 出 
(a+ bt)H,.n(a+bt,at+) 


2 
= | “ен, 1E 
эй | fen. EE): e Gata" att- ; 

= wn (6, 
= [ day (86°) +nH EE] : ec toe ettt-e , 
= | bmn Es nH ni (8, te : 
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=: (а Б)" (at +b)" :+n: Са 60)" Саї + 6)", :. 
(7.193) 


由 上 式 就 能 看 出 一 个 新 的 积分 公式 
| “не yea 一 XD 一 gmtlgen + пата"). 
(7.194) 
类 似 地 ,根据 式 (7. 185), 有 
SS Hon (EE yee Xe 一 ата" ntl 4 та"^а"". 
(7. 195) 
对 于 g 尖 1 时 ,根据 式 (7.155) 与 式 (7. 153) ,并 根据 [a + bt, 
at 十 5] = 0, 导 出 


EL Helga +bD),g(at+ b) 
mn=0 有 人 


=exp[—tt’+tg(a+bt) +16 (а! +) ] 
: exp[i(a 十 bt) +t (аї +b) —t'(1— 62) 1: 


у) SA ora Fe н | а ate), 


mint 


т,п=0 


进而 
Hawn Lg(a + bt), g(at+6)] 


= (1 — gz) "t ; HL Р; 
ЧЕ? (a 
(7.197) 
根据 式 (7. 187) 与 式 (7. 189), 有 
H,.,[g(a +bt),g(at + b)] 
2 . 
= II LEH, (gE gE) pE tn (7, 198) 


比较 式 (7. 197) 与 式 (7. 198) ,就 有 另 一 个 新 的 积分 公式 
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| Зен. (gê, gê )e <° 2" (а-ә 


一 (1 一 g2)crto/2H 。 a eee ae) . (7,199) 
angen Aaa yee) < 
BW X+Y = обата Б), RAARO. 192) 与 式 


(7.35) ,可 以 推出 
Ja" + (X +Ê)" :一 : (a+ ot+at+5)": 


У (9) авсат 


ll 


= У) (7) н.а totat +o) 
= н, (2 ba’ th), (7, 200) 


FEM (7. 200), 可 得 到 在 单 变量 Hermite 多 项 式 与 双 变量 
Hermite 多 项 式 之 间 的 关系 类 似 于 二 项 式 定理 


> (7) Bm) = H, (242). (7.201) 
í= \1 

另 一 方面 ,由 

ett tt Catron tecatoty aii еннан : 


’ 


о Dt рат, ma (EE ate); 


mao mini V2 ү 
(7, 202) 
得 到 
十 | — 9lmim/2 { a+bt at+b : 
H,,,(a-+6t,at + b) = 20" ЕН, ( Z "Z ):. 
(7.203) 
同样 地 ,有 
D Zt са +bb"(at +b" 
mano mln! 
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==: ененнен; 


> Gt)" Gt)” , Н,„„[— 10а +61), —i(at+o)]:, 


mato т\п! 
(7.204) 
就 有 
(a +h” (аї 46)" = im": Hanlie 10а bt), —i(at+ b)] :. 
(7.205) 


再 根据 式 (7. 187) 与 式 (7. 189) ,也 有 
(a +bb"(at +b)" = Í Legen | yel 
= | Ligg : HE atot-0 ү 


=" Haal ila tbh, —iCat+b)J:, 
(7. 206) 
这 导出 了 与 式 (7.170) 一 样 的 积分 公式 . 根据 式 (7.201) 与 式 
(7. 206) 有 
(Х+Ў)"= 2" У) (e ata p=: 
1=0 ГА 
n/n 
= рУ) G) Н, [ia +64) i(at-+6)] : 


1=0 


— ia2-w2 : н. (it thee +e) 


Spur .X+Y 
= GVD": H(i ia ) (7.207) 


实际 上 , 式 (7. 207) 也 可 以 用 式 (7. 31) , 式 (7. 188) 与 式 (7. 189) Ж 
证 明 , 即 


RHP = берту 
= vrf sides : e(a iy- ( a Bethe! : 
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= JF (Ses еа) 
= [a e- 


Х+Ү)\,, (7.208) 


= «уйт + B, (i та 
这 就 说 明 式 (7. 201) 是 完全 正确 的 . 
为 了 导出 更 复杂 的 产生 函数 ; 引入 另 一 模式 ct,dt 的 纠缠 态 表 
象 
IÐ = exp(—F ISI? +Sct+ 841—141) [009.5 = G +i, 
(7, 209) 
其 中 :[c,c = 1 与 [d,d1] = 1, 也 满足 
Ctd» |р = 610, |D = 610, (7.210) 
以 及 
[= ра = [&. етн ed :一 1 (7.211) 
作为 式 (7. 192) 的 结果 ,能 推出 


G= > ES” H Ca +bt,at+b)H,, (c+ dt,ct + d) 


n'm! 


т,п=0 


= У) E аБаБ" Сс)" : 
n!m! 


т,п=0 


=: exp[s(a+bt)(c+dt) 十 iat+ 十 5)(ct 十 ad)] :. 


(7.212) 
并 根据 积分 公式 
[ьо |z |? + fe + gz" ›=—-уехр(— ЖЕ), Кеў< 0, 
(7, 213) 


将 式 (7. 212) 的 右边 改写 成 积分 形式 
G= | ÉE: expe а + аво Сеа + 
t(at+ Б) ]}exp[— st(at+ Б) (а +b!) —(ct+d)(c+at)]: 
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= + | рр expl— (at + (a + bb) + sla + bD + 


15° (at +b)]:, (7. 214) 
而 对 于 《4a 十 61) 与 (at 十 6) 的 项 ,也 变 成 如 下 积分 形式 : 
exp[— st(at + Б) (а + bt) + st(a + bt) + t€" (at+o)] 


=. | Г (аьр) 


. +4 28") Sl ot t 
E (aqna fe) SLE cat aya tot, 


(7. 215) 
将 式 (7. 215) ЖАКТ. 214) 并 用 式 (7. 187) 与 式 (7. 189) 以 
及 式 (7. 210) 与 式 (7. 211) ,就 有 


б=т] ËJ © ogogo ae 


=s( но, 2. ТЕЗ зе 
= = His +E] 


=т= rae (ia 5 [ат 6) 6а +b) + tt de +d] + 


s(a+6t)(c+ di) +L (LD |. 
1—в —ts 

由 于 Cat 十 6), (a 十 6b1), ctd) жт 都 是 相互 对 易 的 ,这 样 

可 以 作 变 量 代 换 (at 十 56) — у, (a+b) = х, (ct+d) = у ›(с+ dt) 

一 ,然后 通过 比较 式 (7. 216) 与 式 (7. 212) ,得 到 双 变 量 Hermite 

多 项 式 的 复杂 的 产生 函数 形式 

>; 人 Hon (299) H,,,,(z” , y") 


m! 


(7.216) 


myn=0 


= saz’ +tyy’ —ts(zy+2'y’) 
rel = } (7.217) 
最 后 ,考虑 到 Laguerre 多 项 式 的 产生 函数 "1 
ч т __ — у — =s 
XL. Gs = (1—s)"texp(*) (7.218) 
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以 及 与 双 变量 Hermite 的 关系 
Haim (х,у) = C— 1)”m!L, (ху), (7.219) 
07.217) 可 以 重新 表示 为 : 
>) S” Hna zy Hanalan y) 


т\п! 


т,п=0 


КЕ, Ia ror л 7 
= Ë al (2 +£ у tyy prt RI 
st T= 


=e" > Cst)” Ln (27 十 z — tyy 一 +==') 
ери) 
(7, 220) 
比较 上 式 两 边 的 s 指数 则 有 


`ar hate 
>; jp Flan С) НС) 


= ("е Ham КЕ =e) si (vey . (7.221) 


该 结果 与 文献 [132] 中 推导 的 结果 是 一 样 的 . 

利用 式 (7.158) 与 式 (7. 217), WA 

ext ertt -> Serer >) да'ъ" 

(— 1)”"+"з”т" 
т\п! 


1 5 (аа +btb) + sa tbt + tab 3 
ian i= J] 


: Hmn Gat,ia) Hn (ibt,ib) ғ 


mn=0 


Stet t t = 
ехр(т——а b )exp[ (ata +b!b)ln(1 — 5) ] 
exp (7). (7, 222) 
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最 后 一 步 利用 了 еке =: exp[(e' — Data]. 此 结果 与 文献 [133] 
用 IWOP 技术 推导 的 结果 是 一 样 的 . 另 一 方面 ,根据 PHL. (at, 
a)? = at"a" ,得 到 


е grab 一 FS ататын" 
=o n!m! 


Н,„.„(а,ађ)Н,,,„ (bbt) : 


t tat 
Е 1 :exp[= ts(at ate pita b Е 


туею (т2506) § exp[ 8. (ata +55) | : 
ехр(т-Ё а). (7.223) 


作为 最 后 一 个 应 用 , 根据 式 (7.219), R (7.221) 以 及 式 
(7.158) ,有 


a™h™ estan 一 _ у) tanh'À cas ama \"Ь"Ь" 


n=0 


=" Б Ставь", н Ga sia Hn (ib ib) : 


n=0 
= E S tanh à). 
: La Саа — btb — ab cotha—atbttanha) :, 
(7. 224) 
这 与 Laguerre 多 项 式 有 关 . 基于 该 结果 ,光子 扣除 双 模 压缩 真空 
180 可 表示 为 
А), = a™b"S2 (А) |00) 

= a"b"exp(atbt tanh А) |00) 

= m!tanh"Aexp(atbt tanhaA)L,,(— atbt tanh A) |00) 

= m!tanh"AL,,(— atbt tanh А) 5, Q) |00), (7.225) 
式 中 :S:(A) = exp[A(atot—ab)] 是 双 模 压缩 算 符 . 从 式 (7. 225), 
14) 相当 于 双 模 压缩 真空 态 的 Laguerre 多 项 式 的 激发 . 而 在 文献 
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[135,136] 中 ,已 计算 出 它 的 归 一 化 系数 为 
COO] ex "hig tmp tma "b" estaba | 00) = (m!) sinh?”2P,, (cosh 2А), 
(7.226) 
其 中 :P。(z) 为 Legendre( 靳 让 德 ) 2220120181 
[m/2] 
= (— 1) (2m — 2) Ia" 
P.G) = 31 2811 Gm — Di — 2DT' 


利用 式 (7. 225) 与 式 (7. 226) 以 及 相干 态 的 完备 性 | dade 
[а,8) la,B| = 1, 就 得 到 
| Фан с aB tanh A)L,(— a’ 8" tanh 2) 。 


(7, 227) 


exp[—|a |? —|B |? + (e B+ a" В" )tanh À] 
= cosh’"AP,, (cosh 22). (7, 228) 
这 也 是 一 个 新 的 积分 公式 . 从 上 面 的 分 析 来 看 ,通过 联合 IWOP 技 
术 与 量子 力学 表象 ,可 以 导出 一 些 新 的 积分 公式 ,而 且 不 需要 真正 
求 积 分 而 得 . 


7.5 ”含有 Stirling 数 的 算 符 恒等式 


借助 真空 态 投影 算 符 的 正规 乘积 10)(0|= : е": 直接 导出 
一 系列 新 的 复杂 算 符 等 式 025 ,这 些 都 是 有 关 广 义 Stirling 数 的 等 


式 ,在 量子 光学 理论 中 是 非常 有 用 的 . 
根据 粒子 数 态 |n) = = 10》 以 及 它 完备 关系 ,有 


= = tn " Cata)" at 
‹ 2 一 10)(0| — : Св 1, 
> (n?n > Geo Val > nb 


(7, 229) 
由 此 而 得 
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(аїа)* = > |n)<n| > А: (at TS eM tay" 2; 


(7, 230) 
利用 求 和 重 排 公式 (7. 53) 得 到 


° 1 pt 
Cata) =: >) >1 G — m) sa! ву: Cir (аїа)" : 
т! 


1=0 m=0 m)! 
=. ў ауа а HD", 
Ел ye тз (ТО 
со £ 1 
= >s ау, c p= ун, (7, 231) 
二 0 ! 二 0 m 
式 中 : 
le A 
LcD („)” = 路 (7.232) 


数学 里 ,把 & 个 元 素 的 集合 划分 成 ! 个 非 空子 集 的 分 法 的 个 数 记 为 
("| , 称 为 第 二 类 Stirling 数 . 因此 ,可 以 有 一 个 简洁 公式 


(afa) = D Ja ta', (7.233) 
ї=0 
k 
注意 对 于 /> 有 人 | = о, h6) = г. 
用 at |т) = Vm 十 1 |m 十 1), 和 式 (7. 229), 得 


2 K (аћа)" а 
tg! = att = ex“ 
ata a > |m)<m| а : > (т —151° 


: Dmm— Dm—l+1) LO a , 
m! 


= NCN 一 1D)…(CN 一 上 十 D)， (7. 234) 
式 中 :N = ata 为 粒子 数 算 符 . 联系 式 (7. 231) 和 式 (7. 234) ,有 


k 


a ËY L a А 
№ = > [а-а (7. 235) 


1=1 
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让 N 一 并 于 是 就 导出 了 第 二 类 Stirling 数 的 母 函 数 公式 


k 
> (асе) == x, 


t=1 


另 一 方面 ， 


= De тоа ууру, атай, X, 
k=0 ! 


n=0 k=0 


这 与 th 一 È ака ta)" 比较 X" 的 系数 , 则 有 
: ete Sie Cata) си 28 =: В(п,аїа) :， 

并 发 现 

[п 
+ В(п,аїа) += (ata)" =: 2 |catay : 

10 (1 

因此 ,可 导出 

вш» = Si bt = ZL 
这 正 是 Bell 多 项 式 


В(п,у) = e >ez, 
k=0 
而 BOO,y) = 1. 进而 ,从 
е““ =: ехр[ (е — ata]: 


ү > sm š 
1=0 


= =: Bin,ata): 


n=0 


-55| |: (ata)! 7 


n=0 1=0 


可 以 得 到 Stirling 数 的 产生 函数 公式 
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(7. 


А" 
n! 


(7, 


(7. 


(7 


(7. 


(7, 


(7. 


236) 


237) 


238) 


.239) 


240) 


241) 


242) 


os = Sa. (7. 243) 
i ç 


n=0 n! L! 
现在 ,考虑 如 何 将 (ara")* 转变 为 正规 乘积 形式 ? 利用 式 
(7.234), 有 
(аћа")* 


n(n—1)-*(n—r+1)]}* |а) ај 


(at a) LU т) т 1) (Q —m—r+ 151 • 


m=0 


= >L 
У В ‚ баа)" Sy = D” a 
= Dilan 1): (n—r+1)}: a > PT (аћа)" : 
тыр 
=; 


fp", 
m\(l—m)! 


= Satay 1 1 Dehi ств) т з, 
l= 
(7. 244) 


L 


У enp (2) —1)++(т—т+1)]# = Sn (k,l), 


те 0те 


引入 
1 
H 
(7.245) 

这 就 是 一 种 广义 Stirling 数 ,于 是 有 算 符 等 式 
Catar)! =: S)(ata)'S,(kyl) :, k#0. (7.246) 

i=0 
由 于 


КЕЗИИ; 
k=0—k= tuak! 


т 
= KOS: ) È Kinm- 1D…(m 一 r 十 1) 了 


4 ipe- D(t je 二 (7.247) 


+ m=0 
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则 有 


ee a troryk 
е = zi а") 
一 1 十 A Catar) 
k=l k! 
А. У) (ata)'S (es 
= 一 一 Н 
1+ 24 к э! a)'S,., 
oo 1 
=1+: > AUC De 人 Је 10а ѓа РА 
t=r ` m=r m 
(7.248) 
从 
Nat =at Ñ+ (rla =at(N+r—1), 
(7, 249) 
有 
Cata)’ 


= (at N) = at Nat Ña 1—2... Nat N 

=a” (N4+r—lat(N+r—1)-at(N4+r—1)N 

一 atb[N 十 2(r 一 1)]atrCN 十 2(r 一 1)]… + 
at(N+2(r—D](N+r—DN 

= = aN 4 Ro Dr DIN+T (&—2)(r—1)J+: + 
[N+2(r—1)](N+r—1)N 


1 
=a" ПА Dl. (7. 250) 


注意 当 m < m 时 ， Ü~- = 1. 根据 式 (7. 250) ,得 


со 41 


Cata) =a У [[[n + jr —1)J jn) nl 


n=0 j=0 
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° i 


=at У) [[[n + jr — 1: ay a 


n=0 j=0 


У Patar: 


m=0 


1 
一 atkrD > SU ate 1)] 。 


1=0 m=0 j=0 


, Gata)’ 1)", 


eT (7.251) 
设 
£ 
AD Tim ticr—pico-(! )= SuD, 
+ m=0 j=0 
(7.252) 
即 
Cofa) =: at S15, ,(k, Data): (7.253) 
1-0 
和 
有 a 
e= > Аата) - > Ë atten? Уу, (ata)! +. 


(7.254) 
式 (7.254) 也 可 以 利用 IWOP RRE HO, 
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第 8 章 ”用 IWOP 技术 构造 一 种 三 体 
纠缠 态 表象 及 其 应 用 


构建 多 体 纠缠 态 表象 首先 要 选 好 合适 的 力学 量 组 合 ， 回 忆 正 
Е ll ae 
ABE PE Rs = [ I ) 使 得 两 粒子 坐标 变 为 


J 
j 1 А (8.1) 
Х,) V2 |K, +X, ў 


并 使 得 动量 变换 为 


Reale 
R.|. |= = |. ера 8.2) 
Р,) V2 |P, + P, 

从 式 (8.1) 与 式 (8.2) 可 见 存 在 对 易 关 系 , 即 [X, — X, , P, + P, J= 


0,[K,+K,,P, —P,]=0. 在 前 面 已 经 分 别 给 出 这 两 组 算 符 的 共 
同 本 征 态 , 称 之 为 两 体 纠缠 态 表象 .自然 会 想到 对 三 体 问题 也 存 
在 一 个 3X3 矩阵 


12 1 
V6 V6 V6 
1 1 
R, = 5 0 в |: (8. 3) 
1 1 1 
УЗ AB B 
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1(%,-2%,+%,) 


Х\ V6 
Vee А 
в. |= |000 (8.4) 
和 | eis ae re ÑO 
V3 1 2 3 
和 
1 a N ж 
lep, —2 P, P) 
È, V6 1 2 3 
A S А 
R: |Р, |= ЧЕХ (8. 5) 
Р, 10, + P, + P.) 
V3 £ 2 3 


从 上 两 式 中 选择 义 ， —Хз,Х, +X,+X; ‚Р, —2 P, 十 已 ,这 三 个 相 
EY HWA th A EX, 一 2 Х,+Х,,Р,—Р,,Р,+Р,+Р,Ж 
符 , 它 们 之 间 也 是 相互 对 易 的 ,而 且 这 两 组 算 符 互 为 共 恩 . 下 面 利 
用 IWOP 技术 构建 上 述 对 易 算 符 的 共同 本 征 函数 , 即 三 体 纠缠 态 
表象 03"1%01. 


8.1 新 三 体 纠缠 态 表象 的 构造 


本 节 就 构造 相互 对 易 算 符 X — X,,X,4X.4+X5,P,—2 P, + 

PP, 的 共同 本 征 矢 , 记 为 |p,x, ,x,), 满 足 本 征 方程 
(X, — Ko) [оуд Xs) = X, | Ory oA)» (8. 6) 
(K +XK,+ Xs) | xX) = X, од, 0,05 (8.7) 
(Pi—2Ps+P)|px sx) =plpX x). (8. 8) 
式 中 :p,X,,X, 都 是 实数 . 那么 怎样 求 出 |p,x, ,Xx,) 的 具体 形式 呢 ? 
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先 根据 本 征 方程 的 启发 构造 出 一 个 正规 乘积 内 的 纯 Guass 型 
积分 


dedy, dy, 1 5 Sart 
A.: exp| slp- È, —2 P, + Р) — 
zin — Ki ROP 0а, + +}: 


(8.9) 
根据 IWOP 技术 的 思想 ,在 正规 乘积 内 的 玻 色 算 符 可 以 视 为 普通 


参数 ,而 积分 限 又 是 无 穷 ,用 | de = Zi 公式 进行 积 
分 ,其 结果 为 1, 它 代表 新 的 完备 性 关系 .再 利用 


x А t ~ —at 
X= ube, р 4-а (8, 10) 


, 


2 iV2 
并 考虑 到 : exp(— У) аја,): = | 000)(000 | 的 三 模 真空 态 投影 
形式 ,把 式 (8. 9) 中 的 被 积 算 符 分 拆 为 一 个 纯 态 投影 算 符 ,就 得 


1 = е |dody, dy, + exp[— FOF +30 +20) + 
iv2 


r: Ыса} 一 2 寺 十 对 一 a 十 2a —as)+ 


ea a} +a, 一 as) 十 By, 31a) tap- 


1 (2а —al? +2 al? + 2a} — aš + 2af )— 


6 
+@ аја} 一 af oj 十 2 al а} 十 2aias — ааз + 2a,a; )— 
3 
> aja; |: 
j=l 
= [авад ад, о, Х, ›Х,) ps Xi »Х, 1» (8.11) 


其 中 : 
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1 
Гө) = exp[— 1507 + 3 + 2x) + 


оса] —2а} +ар+#х, (af 一 叶 ) 十 


№ У) а) 10а -ар+2арә 


ј=1 
10 afat- atatt Zat al) || 000). (8.12) 


它 是 一 个 三 体 纠缠 态 在 Fock 空间 中 的 具体 形式 ,也 组 成 了 完备 
Ж. 实际 上 ,将 a, (j 一 1,2,3) 分 别 作用 于 1p,X ,X ,并 利用 


Las, fta ap) J= 2 ер 以 及 ai10) 一 0, 就 能 导出 


a 


о») = 


T азд, + 2x,) —@а1+2а1—ар]| PX’ Xa? > 
(8.13) 


Š 


ох.) = 

1 

可 [LVZ( 一 ip 十 为) 十 (中 一 2 af — 2 a$) JI PX, x) (8.14) 
OXX? = 


° 
© 


+ = sx, +2yx,) + (al —2 al — 2a) | O, X X). 
(8.15) 
联合 式 (8. 13) , 式 (8. 14) 与 式 (8. 15) 并 考虑 式 (8. 10) 就 能 给 出 本 
征 方程 式 (8. 6) 一 式 (8. 8). 
利用 式 (8. 6) 一 式 (8. 8) ,也 能 计算 出 
х, (X, — Xs) | Ox, X) 
= Xp ,Xs Xal OX Xa? 
= Xp XX | PX X, (8. 16) 
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С + Xe + Xs) | px, X) 
= X, X, Xal p. X Xe? 
= XPK Xs l PX Xs) (8.17) 
(0 +X, 9X, | (P, —2 P, + Ps) | px, 0%? 
一 Oo XX, | PX X.) 
= OO X Xal OXX?» (8. 18) 
这 就 说 明 |p,x, ,Xx,) 具 有 正 交 性 
е, Xs | ех, X, = 800 — @8(у\— у,)8(у,— Х,). 
(8.19) 
因此 |p,x, ,xX,) 有 资格 组 成 一 个 量子 力学 表象 . 
同样 的 方法 ,能 找到 相互 对 易 算 符 已 — P, ,已 + P, + P, , X, 一 
2X, 十 义 ,的 共同 本 征 态 为 


| е0) = “Fe =e 1. трое +3@ + 268) + 
Ea cat a+ (У a})+ 
Ж а) — 2а} +а}) +cat = а} + 2а})+ 
4 (at a} —al al + 2a! al) || 000». (8. 20) 
其 满足 的 本 征 方程 为 
(P, — P,) | 4501902) = о | 0:0), (8. 21) 


(P, +P, + Ps) | XO 0) = @ | Хор ,0), (8.22) 


(K, —2X, + X;) | X0) = X| Хо). (8. 23) 
1X01 +P AA 5 £ HES IEEE Вр 


Јахарав, | хорь) рор |= 1, (8. 24) 
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Ж оюл 92 Xe) = HX — у08Со\— р\)8С®%— 0). 
(8. 25) 
KRE La @) RE 10, у, X,) WIE PAS, “FE” MFR 
(8.6) 一 式 (8.8) 中 的 算 符 与 式 (8. 21) 一 式 (8. 23) PHAR 
对 , 即 


[X, — X, ,P, —P,] = 21, (8. 26) 

[Xi + X, + X, ,P+ P, + P,] = 3i， (8.27) 

[P, —2P, + P, ,X, — 2X, + X,] =— 6i. (8.28) 

值得 指出 的 是 在 文献 [141,142] 中 所 构造 的 三 体 纠缠 态 表象 

ЕХ, — X,,X, -—X,,P,+P,+P,MP,—P,,P,—P,,X,+ 

X,+ X, BA SEATED. RELA — X , P, 一 已 ] 一 2i， 

[X,—X,,P, —P,J=2i S[P,+P, +P, Xi K,+ X,]= —3i, fB 

Sih FLX, —X,,P, —P,]=i #m[X, —X,,P, — P, ]=i 对 易 关系 
HEFE, iX ЯР = {Ж SY SEAS Su SR HSE AS. 


8.2 新 三 体 纠缠 态 的 Schmidt 分 解 


Schmidt 分 解 定理 在 量子 纠缠 的 研究 中 有 着 至 关 重 要 的 作 
用 , 它 是 判断 量子 系统 是 否 存在 纠缠 的 重要 判 据 D43240 .例如 :对 
于 两 体 纯 态 的 Schmidt 数 如 果 大 于 1, 则 被 称 为 是 纠缠 态 , 否 则 就 
是 可 分 的 . 在 文献 [67] 中 就 显示 纠缠 态 |7) 可 以 分 解 成 
| 办 = enn’ а |2). Ф| х тоет, — (8.29) 
AP: |z), 就 是 坐标 算 符 的 本 征 态 


| 2, = w“exp(— Fa? + /2zal— > af ) | 0) (8.30) 


从 Schmidt 4} ff 52 ЖЕ | т) WE E | 88 Ж. H TEA |o X ° X, ) WA 
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缠 性 ,考虑 以 下 的 一 重 Fourier 积分 
去 ae | Pox, 9%? 
1 
тт 


Wy, Cal— al) + аа) L (oat? — al? + 2a!*) — 


exp[ ical 2а} + aÍ — 3/2 z)° 1 — + + 


ala] —al al + 2al al]! 000), (8.31) 
通过 比较 式 (8. 30) ,有 
A doe | 0X% 9%? 


1 
= 2 2r 


z+%+2) @ | 2z 十 sjo ‚-®+%). 
2 3 


(8. 32) 
FEDER IR B H EH 988 2 AR ET zÇ 


lo) =z Он) [de | 2), @|—2z+x + @ 

|z—x,> e, (8.33) 
这 表明 了 一 旦 对 粒子 1 测量 定 为 |z), ,同时 粒子 2 与 粒子 3 分 别 
SS WAS —?=+у, +2, 02 Ус д). ТАРЕ, 


的 表象 就 是 纠缠 态 表象 . 式 (8. 33) 对 分 析 连 续 变 量 的 量子 态 的 远 
程 隐 态 传输 有 用 . 另 一 方面 ,借助 动量 算 符 的 本 征 态 


| p): 一 rtexp(— +” +4/21ра!+ 7а?) 0%, i = 1,2,3; 


(8. 34) 
对 1p,X +X, EAB Fourier 积分 变换 


1 р 
тг] %4е om? | жуу у) 
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Ё 
ox 


Luu -2 L— v+u 

eke Eee E 
(8.35) 

相应 的 逆 变 换 为 


jon | 各 | ee 


[futu), (8. 36) 
6 3 


同样 也 展现 它 的 纠缠 性 . 对 于 三 体 纠缠 态 |X,P,P;), 在 动量 表象 
中 的 Schmidt 分 解 形式 为 


1 A 
зр) =— e latie) |dpe-iw | p) 
Аг е fave | Р), @ 


I-2p+ated2@®@l р—)з. (8. 37) 
最 后 ,利用 
зб | р), = (т) Me, j = 1,2,3 (8. 38) 
与 式 (8. 33) AIK (8. 37), HEB BA (р, X X, 51х00) Z lB] B5 
内 积 为 


COX Xa | 50.52) = sss | х — 24,0: зде) |. 


(8. 39) 
于 是 得 到 


1 А 
ss | dedx, ax, 222 Xexp[— za — 2X 02 一 31,01) | 
=| XA A). (8. 40) 


8.3 连续 两 体 纠缠 态 的 远程 传输 


下 面 ,借助 1p,x, ,x, ) 来 实现 连续 变量 的 两 体 纠缠 态 远程 传 
3910297. REAT 3 属于 Alice, 粒子 4,5 属于 Bob, 它 们 事先 制备 
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成 纠缠 态 1p,X, ,X,)s ,而 Alice ЖЛ Н ЖАБ Еа), 
其 形式 为 


| E@)n = [ac lz: @la—qs, (8.41) 


于 是 整个 系统 的 状态 为 

| P 一 | E>: РХ, » Xs)345: (8. 42) 
Alice 想 把 这 未 知 态 通过 纠缠 通道 |o,X ,Xx, as 传输 给 Bob. 为 此 ， 
Alice 首次 对 手中 粒子 1,2,3 进行 如 下 操作 : 

H, =| Pulp IQI Paz |. (8. 43) 
即 作 了 具体 测量 (| 之) @ | 7) 20 BU WE SE Bell Ж). 根据 式 
(8, 29) 和 式 (8. 33) 以 及 式 (8. 38) ,测量 后 粒子 4 与 5 HG 

234 lp" | E>: Ql P> X, X.236 


= е, Hy) enn? [dzert E(z+q)+ 


|— 22+ 2m +y, +x, @| 一 加 一 Xe Pres 
= MU, @ U; @| Е), (8. 44) 
其 中 :U4 与 Us 都 是 么 正 算 符 ,M 是 相位 因子 ,分 别 定义 为 


U, = ae |—2z+20m +X, T Xa (z+ q] 


(8.45) 

U; = faze |а вх), (8, 46) 

M= = еба) ehh’? emita gine, (8. 47) 
x 


其 次 ,Alice 通过 经 典 通道 将 她 所 测量 (7 与 加) 的 结果 告诉 Bob; 
当 后 者 收 到 有 关 信 息 后 ,依次 作 么 正 操作 Ur? 与 U5'. 最 终 成 功 
地 得 到 了 Alice 所 传输 的 信息 . 

同样 地 ,也 可 利用 1p, x, ,Xx,) 远 程 传 输 一 个 双 模 压缩 态 真空 
AS. 根据 式 (5. 4) 与 式 (8. 29) , 双 模 压缩 真空 态 可 表示 为 
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| 


2) (|00) 

и Ж " | 

= | а 2 2) 
x # 12 


Í 7 [azexp( | 3 上 ae )! z) Q 


USE ene, 
Ё f: 


(8. 48) 
REF BUX (8. 44) 那 样 的 对 总 态 进行 联合 测量 , 则 有 


2 
зз] 0 | [= 2) (9 | 00) 四 | P+, +X, з 
x |# fine 


= 1 ee (ay tty, ehh? fe fdzexp(— iar = AR ete . 


21° 


es (Fae) es hee) |— 2z + ont x, +4), @ 


| g Z h— РА Уве Юе 


= MU‘® U;® 5,0) | 00), (8. 49) 
其 中 : 
M = hehhee latie) ehe, (8. 50) 


, 


U= fire (4) |= 22+ 2+ X, + Xau (= + T 


(8.51) 
U,= Г dreh: | z— р уа бк |. (8,52) 


当 接 收 者 得 到 发 送 者 的 测量 结果 ,就 依次 执行 么 正 变换 UT 与 
U's! , 便 能 得 到 双 模 压缩 态 5; (А) |00). 


8.4 新 的 三 模 SU(1,1) 压 缩 算 符 


利用 |p,x, ,X Хо va 表象 中 ,我 们 构建 一 种 三 模压 缩 
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算 符 S, ,为 


dedy, dy, X, X. 
s =| ane: 2 DE = (O, XX, | 


=, [dxdp ae, [А оз »ог) ро |. (8.53) 
利用 它们 的 正 交 性 ( 见 式 (8. 19) 5468. 25)), RA 
Ж.Ж 
S, | PrX,0%,) = == N” os а) (8.54) 
S; | Хө») = р | px цр M2). (8. 55) 


用 IWOP 技术 直接 对 式 (8. 53) 积 分 可 导出 S, 的 具体 形式 . 将 式 
(8. 12) 代 入 式 (8. 53) 并 积分 ,有 


dpdx dx X, X. 
рт + £ are Cp» Xi X, | 


= (Sg) ef- (т) È ae- 


fl Coat? — af? + 2a}? + 4a} af — 2a} al + 4а al] + 


S, = 


iF FD 
56711024 — аў + 2a} + 4ауа» — 2ауаз + 4aza; | 
(8. 56) 
А ee 2н ` 
令 p=e’,tanha PESI 1 б зесҺА ИНА 
е““ =: ехр[ (еї — lata]: (8. 57) 


将 式 (8. 56) 变 为 


3 
S; =(secha)*? : exp[— Wt tanha — (1 — secha) >) а}а; + 


i=1 
Wtanhà | : 


=(sechd)*”exp(— Wt tanhA)exp(BlnsechA)exp(Wtanha) , 
(8. 58) 
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其 中 ， 
w= teat а} + зај) 一 + Фа! al —at al+2af а}), 


(8.59) 
Ы 3 
B =— У) аја; — > (8.60) 
ј=1 
很 容易 证 明 WtW ,B 构成 封闭 的 SU(1,1) 李 代数 , 即 
(wt,w]=—B, [Wi1,B] =—2Wt, [B,W] =—2W. 
(8.61) 


这 暗示 了 一 种 求 多 模 SU(1,1) 生 成 元 的 新 方法 . 
8.5 三 模 纠缠 Wigner 算 符 


根据 式 (8. 11) 与 式 (8. 24) 的 完备 性 ,能 够 把 在 三 模 Fock 空 
ОЕ А Cat ,ai за} asiaj ,as ) 写 成 
й = [деау, ay, fax dpi dø | yo ag: [аё'ау a, - 
l. XE K KIK eT K p10 IH |...) + 
CHO Oo] Ol XOX, Xl. (8. 62) 
TEAK (8. 39) 的 结果 ,上 式 就 变 为 


А 1 Pat eG Stat Mra res 
Н =з] Ө ау, dy, [dx dø dø, [ду af dé: [ага ау, А 
ЕМАС X| ЛАКАЛ ЛАЕ 


, ” ” 1 


Xe) 十 本 (02%, — Х;%) 十 


exp| KP 

Feit bx) |. (8.63) 
做 积分 变数 变换 

P =р—0, X= ха 5 X,= Tms — X> 
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@ =pte, X= zu +X, X,= Tin + X, ° 
х 9 一 2， ГА Рз — р», ГА Різ — 0» 


” 


X =9+Х, = psta, @= ba +06 (8.64) 
其 中 新 变数 为 : 


€ p= pi — 2p: Бр, Q= x, — 2t: + zs > 
Хз == ZI 十 zz 十 za， хы = zí — T3, (8.65) 
Риз = bi + b: T Ps» Pu = bi — рз, 
以 及 相应 的 Jacobi( 雅 各 比 ) 变 换 


| de’ dy’ ах, аа, ау, = 8 | dedy, dx, dp dzis хәз › 
fax’ ae dp, аа: 40: = ваар do. dq dpr dpa , 
于 是 , 式 (8. 63) 改 写 为 
了 2 
H= 2 [apd dein [dqdpsdpras hs hp 9X13 9012339 » Раз. Piz)» 
(8. 67) 


(8. 66) 


式 中 : 


dedy, ах i А і 
As =| = exp 3 90 — 1Pi3X, Ži рад, )- 


| P — Praxis 一 X, 223 一 X2? P+ PZ + Ху 2123 +7; | 
(8. 68) 
是 表示 在 纠缠 态 表象 |p,x, ,X: P. 将 式 (8. 12) LAK (8. 68), fË 
Bh IWOP 技术 直接 对 式 (8. 68) 积 分 有 


ат xj — ip; t 2, + ip; 
a = II + exe|—2( z) Се" a) |. 
(8. 69) 


比较 单 模 Wigner 算 符 形式 
Ala) -[& [а+ 2) (а— 2 | e= -= 
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=+ : exp[— 2(а!—а*`)(а—а)]:,› (8.70) 
RP a= te 可 知 


Аз = АС(а,)АС(а,)А(а;,), (8.71) 
这 正 是 三 个 单 模 Wigner 算 符 的 直 积 ,因此 称 A, 为 有 关 |p,X, X?) 
的 三 模 纠缠 Wigner Ж}. 也 可 以 证 明 


[А.4ральдт,б4рь4риз = 1. (8.72) 


所 以 , 式 (8. NTER Н — TMA HIE I HK 


АФ ,x13 12549 Pta > Pies) REA AWB Weyl 对 应 ， 从 式 
《8.63) 和 式 (8. 68) 可 得 到 
AC 5213 ,T12339 s Piz» Piz) 


= [зхар dprexp (+ px 一 izaat 一 Zi onp ) о 
9 — Xps — Pr» Раз — 0 | H la+ X. bus + Di bis + Рг), 
(8.73) 


这 也 称 为 (9 — X bus 一 zi — 0 | Hla+ x; bu +. + рыз +02) Ё 
Weyl 变换 式 ,(8. 67) 一 式 (8.73) 展 现 了 纠缠 形式 的 Weyl-Wigner 
量子 化 方案 . 

另 一 方面 , 式 (8. 68) 也 可 改写 成 


bs = + exp(— + 9-0) — F(a + pha) — T Gb + Pla) + 


ive plat —2at+a}—a,+2a,—a;)+ 


к +ał +a, — 2а; + as) + 
Уш, (af 一 叶 十 a 一 as) 2 (as аз 一 ad 十 ad) 


2 
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3 3 š 3 
25] аһ, + бав Ула, + ap — 2 P= Уза, ap his 
j=) j=1 


j=1 


(8. 74) 
式 中 :参量 p ,qi ,qi ,9 + Рз, Рз BERG. 65) PEM. 接 下 来 ， 
可 以 计算 出 下 列 三 重 积 分 , 即 


Japaznsdzi aQ + Qs ,9123 39 » Pis » Piss) 


= on : exp1 一 + 3pis + 2pies) 十 
; : 3 
iv? p [Cal — aD — (a ао]. > Caf—a) + 
j=l 


гоа! = 2а} +a}) + (а, — 2a, 十 as)] 十 
Фа! — a} + 2al?) + (Фай 一 性 十 2a8)] 十 


10а а}—а} af + 2a} al) + 
(2aias 一 aia; + 2a,a;) ] 一 > aja, |. (8. 75) 
比较 式 (8. 75) 与 式 (8. 20) жш | 000) (000 | = : exp 
C Bala, : ,可 以 导出 
[рала ds = 36 | Х.е») 0: P | eee, =a has ° 
(8. 76) 
ЕА |Р), Wigner 函数 W, = (| A, | Y) 的 边缘 
分 布 为 
[ааста = 360% | Хо 02) XP 0 | Wore рз враз 
一 36( 更 | (д, 50) lanan (8.77) 
该 结果 表明 同时 测量 户 , — P, 38 p, , ШЕР, + P, + P, A р, WNE 
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Х, —2X, +Х,%3 x 的 几率 . 类 似 地 ,对 d9dp1sdpizs 作 积分 有 
[aasan as = 36 | P>X, 1X2? P> Xi °X; [pep =a mazs 
(8.78) 
很 显然 ,Wy 的 另 一 边缘 分 布 为 
[endpr dp Wo =36(¥W | Ps Xi X) (ps X, PX, | Weer, ад eas 
=36 | W(o,X,X,) per ns nae" (8. 79) 
根据 式 (8. 68) 中 д, 的 形式 ,能 方便 得 到 |o,X, ,X,) 的 Wigner 
函数 . 实际 上 ,利用 式 (8. 19) 的 正 交 性 ,有 
Winni =P X, X | As | PX X,2 


de’ dx’ dx, ayia ЛЕД. 
f х, texp (op ipisX, зры, )- 


ёф —р' —р)8(хь — Д, Х,)8(х\з — X,— X,) * 
D+ o – р)80 XO— X) + X,— Х,) 


Cx sp @)8(х\; — X, )8(zis — X)» (8. 80) 


这 完全 与 |o,X, ,X,) 的 物理 意义 吻合 ,对 于 新 的 压缩 真空 态 1X) 三 
5, 1000) (也 是 一 个 广义 SUC, DFAS), 


[ay = hf SO te | P 2. 2), ‹в.в1) 
EZAN wip pf 
其 中 :已 考虑 式 (8. 12) 和 式 (8. 53). 相应 的 Wigner „жне 
导出 : 
Wi» =A | As | Ad 
dp ау, dx, ” i А 
= al Gor an арад dy, [af dx а exp[ + ap- ipis%, 一 
2 рах, — 6 P ILH — у? +3x + 2) |. 


3(E— ptp)s (Bom tn) ($-a +z) 
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(о 2)a( 2, +x, 2) (anu +X, =) 
=e [— + TA AH 3 pis + 2р1з) 一 


те“ Ф 324, + 224) J (8. 82) 


ану ЛЕШ LDN B T RAAF t е”. 利用 
式 (8.68) ,也 可 以 找到 压缩 算 符 S, 的 经 典 Weyl 对 应 函数 , 即 


раваид, ,,, е x, x, 
tr(S;A;) = рт (0 'Х; БА Аз 7 Vu R 
KAN ae | 
= Pen exp| g tanh + @p —2pnzn — рала) |, 
2r 
(8. 83) 
这 里 已 用 了 
l= оар А, 二 
1 a аһ» pei = 38% y-. (8.84) 
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第 9 章 用 IWOP 技术 求 热 场 动力 学 
中 的 热 真空 态 


在 自然 界 中 ,很 难 找到 一 个 绝对 孤立 体系 ,大 多 数 系统 都 处 在 

一 个 热 库 中 ,这 是 造成 量子 退 相 干 的 原因 之 一 .1975 年 , Taka- 

hashi 和 Umezawa 提出 了 热 场 动力 学 (TFD) 理 论 050， 在 TFD 

中 ,将 一 个 算 符 A 的 纯 态 ( 记 为 10(B))) 平 均值 来 代替 在 温度 下 
的 量子 统计 意义 下 的 平均 值 (系统 平均 ) 

<A) = о | Â |000) = 7!(@т(Ае-#), (9.1) 

其 中 :Z(pB) 一 tre- 瑟 为 系统 的 配 分 函数 ,8B=- 1/AT, 是 玻 耳 效 曼 常 


数 , 互 为 体系 哈密 顿 量 . 这 里 |0(B) 是 一 个 温度 有 关 的 “真空 > 态 ， 
那么 能 否 找到 10(B)) 呢 ?因此 ,对 于 一 个 给 定 的 系统 ,如 何 求 出 
10068) ) 是 至 关 重 要 的 . 
Takahashi 和 Umezawa 的 方法 是 将 10(B)) 用 系统 哈密 顿 量 
HEES 1л) (Н |а) =E, |n)) 展 开 
[009) = >у|л›/„(®9, (9.2) 


将 它 代 入 预 设 的 目标 
ОФ 1A10(09) = 2.00 in| Â | nde, (9.3) 
得 到 
f; D fin (BY = 27 (Pes Bam (9. 4) 
由 于 右边 6. 的 出 现 , 他 们 引入 另 一 虚构 的 希 尔 伯 特 空间 , 它 由 虚 
BRIDIE, (| 7) =... 而 热 真空 态 10(B)) 就 在 |n)| 疯 ) 的 
直 积 空间 中 构造 . 让 


201 


万 (四 =| DZP, (9.5) 
则 式 (9.4) 可 以 满足 . 将 式 (9. RARE. 2) ,得 到 
| 0(B)》 = 200 > E | n,n). (9. 6) 
TORE RD AE ET DBAS | 2) H— TEAS |) AE, ИЕ — 
个 谐振 子 系统 这 就 是 百 ; 一 wata( 略 去 零点 能 , 令 A=1), AAD 
热 真 空 态 为 
| 0(B)) = A—e™)exp(eFataty| 00), — (9.7) 
49 38: Takahashi 和 Umezawa 热 场 动力 学 的 基本 做 法 ,对 于 复 
杂 的 系统 ,每 个 at 都 要 伴随 一 个 a1 太 复杂 ,所 以 ,我 们 加 以 改进 ， 
采用 IWOP 技术 导出 对 于 给 定 的 系统 的 10(B)) ,以 进一步 发 展 热 
场 动力 学 理论 . 


9.1 用 IWOP RASH HAR SA |0(B)> 


这 里 ,我 们 采用 IWOP 技术 导出 谐振 子 系统 百 , =а! а 的 热 


真空 态 10(B)). RERO. 1) , 令 p—e™/Z(P) ,希望 找到 一 个 在 
扩展 了 的 空间 中 定义 的 态 矢量 | 上 B) ,使 得 

(A) = tr(pA) = Ф) | A | %CB) ). (9.8) 
W Tr=tr tr 为 对 实 - 虚 两 个 空间 的 求 迹 记 号 ,其 中 tr ЫА] 
示 对 实 和 虚空 间 中 的 求 迹 , 则 

(WB) | À | o> =TrLA | 0000) 40 |] 
一 tr[A 妆 (| 9080) 08) |]. 09.9) 

H + | CB) 包含 实 空间 和 虚空 间 , 则 


EC AAD |) F (YM | YA. (9. 10) 
把 式 (9. 9) 与 式 (9. 8) 比 较 ,得 
(| KANEA |) = e /Z(8) = р. (9.11) 
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这 就 提示 我 们 对 于 一 个 给 定 的 哈密 顿 量 百 , 如 果 能 找到 一 个 
1%pB) > 态 ( 它 在 扩展 了 的 态 空间 中 ), 它 的 部 分 求 迹 (在 虚空 间 中 ) 


就 应 该 等 于 密度 算 符 о е /Z (8), RA, = ааа, Ж 
(9.7) ,就 有 
(| 0(8))‹0(8) |) = (1 一 ee)eao =, (9.12) 
о. 就 是 热 场 的 密度 算 符 . 现在 借助 TWOP 技术 ,根据 这 个 想法 来 
求 出 热 真空 态 . 
&Ж A, 二 wata 的 |%B) ,由 于 
eh = et 一 : expl(e™ — 1)ata]:, (9.13) 
以 及 积分 公式 


2 
[0с |z +m" +8) = Fexp (2) Reh > 0, 
(9.14) 


用 IWOP 积分 技术 可 将 式 (9. 13) 改 写 为 


eñ, - [= + exp( 一 | z |? + 2° at е^ 4- зае —ata) :. 

(9.15) 
注意 到 е“: 一 10)(0| 为 实 真空 态 的 投影 算 子 ,于 是 上 式 右边 
可 改写 为 


2 Е ук Оре 
e = | SEe det | буо | em" се | бб | 2, 


(9. 16) 
其 中 :1z) 是 在 虚空 间 中 的 相干 态 
| 2) = exp(za1— z" ã) | 0), a|z) = 2z|z), 
(0 | #) =e", (9.17) 
由 于 虚 - 实 空间 中 的 算 符 都 相互 对 易 , 实 空间 中 的 算 符 对 虚 态 也 不 
起 作用 ,再 利用 alz =z), RO. 16) 可 改写 为 


= 2 РЧ 24 N X _ 
efi, =| fas [е |00) (00 | exe” 


| z) 
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Pwj? 


TEZE | ett? |00) (00| е | ғ) 
-ij = | #›‹# | Cete”? |00) (00 | ee]. 
(9.18) 
对 照 式 (9. 11) 并 注意 到 
[= [2z|=1, 200) = tre =1—e™, (9.19) 
可 见 所 求 的 态 是 
1900) = V1 — є explatāt e] | 00). (9. 20) 
这 恰好 是 式 (9.7) 中 的 热 直 空 态 . 以 上 推导 表明 ,只 要 用 IWOP Ж 


RE e- 包 用 扩展 在 虚 - 实 空间 的 态 矢 的 生 形式 来 表示 即 可 ,而 不 需 
要 像 Takahashi 和 Umezawa 那样 引入 ӧ,„ = (ALM). X Ph ЖТ Ж 


推广 到 其 他 复杂 的 系统 ,例如 百 ; = оаа к" а Бка? 的 广义 热 


HASWURA,=o(atat+btb) +g" atht+Kab 的 双 模 热 真 空 态 ， 
分 别 见 下 面 两 节 内 容 . 


9.2 广义 的 热 真空 态 |$(P)》 


9.2.1 用 IWOP 技术 导出 |1$(B)》 


考虑 系统 为 简 并 参量 放大 器 时 ,其 哈密 顿 量 为 (有 二 1) 
Н, = ata + x" at +a’, (9.21) 
相应 的 归 一 化 密度 算 符 55 


oltre: ) = eh 一 exp[— laata +r" at? + ка?) ]. 
(9.22) 


hE (апа) bal, at 满足 SU(1,1) 李 代数 ,在 文献 [160] 
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中 的 第 二 篇 文章 中 已 经 导出 一 个 广义 算 符 恒等式 (但 未 用 李 代数 
方法 ): 
exp[ fata + ga? 十 如 ?3] 


e я 


exp (8 sao 一 7): (9. 23) 
APD’ = f° —4kg. RERO. 23), RO. 22) 可 改写 为 
(trez )p = Và exp(E* at )explatalnà)exp(Ea?), 
(9. 24) 
其 中 : 
р E= SMS уу, 
wsinh(BD) + Dcosh(AD) D 
Г? = а — 4|]. (9. 25) 
同样 地 ,利用 式 (9. 13) GRO. 16) 中 的 公式 ,有 
(tree Ур = Vae™ exp(E* at?) : ехр[ (А — 1)аћа] : exp(Ea’) 


= VIF f Eretna | о)‹о | eM (ғ | 0)(0 | г) 
= JF [te | eg et | 05) (боеве | ғу 
= JA 让 [ee Pt | 00) (00 | евә] 
= (tre) 位 [| SAA |], (9. 26) 
这 说 明了 对 于 式 (9. 21) 中 的 哈密 顿 量 在 扩展 空间 里 的 纯 态 可 表 
示 为 
/2 


рага eE М | обу, (9. 27) 


| $) = 


式 中 : 配 分 函数 Z(B) 为 
27(В) = пе: = tr[ Ae eE t : eM , eE J (9, 28) 


用 相干 态 完备 性 | ŠZ | =)(z |= 1 以 及 积分 公式 


205 


ESKI z| +Ë& + z" + fe’ tgz") 
1 = р +“ z+? f 
= exp [ ЕС ). (9. 29) 


ER Reb ftg) <0, Re( 48) со, тима 


1 ee 
2® = оа ET = Zin 0930) 
因此 ,对 式 (9. 21) 的 在 扩展 空间 中 归 一 化 态 可 给 出 


| Ф090) = МА sinh(BD/2) es ttt | Обу, (9.31) 
此 外 ,也 可 以 得 到 该 系统 的 内 能 (下 标 е 表示 系 综 平均 ) 


А ә _ Dcoth(8 D/2) — w 
(H). =— 5809200 P ; 


这 与 文献 [161] 中 用 广义 Feynman-Hellmann 定理 (GHFT) 求 得 
结果 是 一 致 的 , 炳 的 分 布 吕 


S =— «tr(olnp) = + H). + lnZ(B) 


(9. 32) 


= Pcoth(aD/2) —eln[2sinh(BD/2)]. (9. 33) 
特别 地 , 当 取 e= 0, HA D= o, AARO. 31) 就 退化 为 式 
(9.7) 中 的 热 真 空 态 10CB)) 以 及 式 (9. 32) 和 式 (9. 33) 5} HAE Эу 2 
[coth(&o/2) —17. 5 сот (5/2) —<ln[ 2sinh(8o/2)], jk b, 55 X 
献 L[163] 的 结果 一 样 . 
9.2.2 用 |$(B) 导 出 系统 的 内 能 分 布 


有 了 热 真 空 态 式 (9. 31) 的 形式 ,可 用 它 来 评估 相应 哈密 顿 量 
中 各 项 对 系 综 能 量 的 贡献 . 根据 式 (9. 1) 的 思想 , 算 符 A 的 平均 值 
通过 (A). 二 (8(B)1A18(B)) 来 计算 而 得 . 利用 相干 态 完 备 性 以 及 
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RO. 29) 的 积分 公式 ,并 注意 ($(B)1$(B))==1,(1 一 2)? 一 41El*= 
4Asinh’ (BD/2) ,就 有 
(aata). =w($(B) | (aat—1) | (00) 


2 
=2A"" sinh(AD/2) (00 | ea | Ëz | z) 
(z | ate sietet 100) — w 
=2ad” sinh(AD/2) a dz cel?" а сш, 
x 


= 20А! sinh(@D/2) .9 1 


a Jaa ГЕТ. 
=2[ B соњсвр/2) = J (9. 34) 


к" аб), 一 2c* АМ sinh(AD/2) -9 _ 
“ор aE A 


me е coth(AD/2), (9. 35) 
(ка), =— Р coth(AD/2). (9. 36) 


从 式 (9. 35) 91209. 36) 看 出 ,x* a 与 ка? 的 两 项 对 系统 能 量 的 贡 
献 是 一 样 的 . 联合 式 (9. 45) 一 (9. 46) ,也 能 检验 式 (9. 32) 的 结果 . 


9.2.3 |$(B)) 的 Wigner 函数 与 量子 Tomogram 


利用 式 (9. 31) 还 能 计算 出 它 的 Wigner 函数 与 量子 Tomo- 
gram. 为 此 ,考虑 在 相干 态 表象 中 Wigner 算 符 A(z) 的 形式 


2 . £ 
Ala) = е" f Ez Je) z | eo, (9.37) 


SW 1$¢8) > 的 Wigner 函数 为 
W(a) = ($08) | ACa) | $(A)> 


=en | Ëz ZAA | z)》( 一 = | #(@))е -a"s а) 


=21!# sinh (AD /2)¢*" | Ezina tar” +E +E" z"? 
= шар Ze | a |? + Ga + «*@**) Jo 


tanh(AD/2) |, (9. 38) 


i 4Dcosh’ (8D/2) 
хе ж (1+4): —4|El[ asinhBD-FDeonhpp 和 积分 公式 


(09. 29). 特别 地 , 当 к=0 时 ,上 式 的 结果 就 变 为 
Wa) = tanh(ÉD/2) exp(— 2 | a |*tanh(AD/2)}, (9. 39) 
这 就 是 谐振 子 的 热 真空 态 的 Wigner BHO, 


根据 Wigner 算 符 的 Radon 变换 可 以 表示 为 中 介 表象 lqyrs 
BA) Sa AS BE И, BOS? 


[оса – fa’ —рРЭА(а)а{'4р' =| ааба 1. (9.40) 
式 中 :a= (q+-ip)//2 ,(F,g) 都 是 实数 ,而 
| grs = Coxp| Zaat- a" || 0), (9. 41) 


Hep .C=[n( f Hg] ехр(— 41/207 +8") ]},A=f-ig= 
ИР Fg ет". 
从 式 (9. 40) 与 式 (9. 31) 导 出 相应 的 tomogram 为 
RCD ja =D | 9) „г.у (9 | $6B)) 
-[** lasla | (z | $8) 17. (9.42) 


将 式 (9. 41) 与 式 (9. 31) 代 和 人 上 式 , 便 有 
RD pe = 2sinh(§D/2) 
Чг © сз ATI GEA 
1—ARe(G") 2E 
opl2 Ta та сто (дс) |. 


(9. 43) 
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hf :G=1+ 2e"E. 


9.3 广义 的 两 模 热 真空 态 |p( 有 )》 


9.3.1 用 IWOP 技术 导出 |P(B)》 


现在 考虑 量子 光学 非 简 并 参量 放大 器 用 于 实现 参量 下 转换 过 
程 , 其 哈密 顿 量 为 "9 
H, = wlata +61) +в" аїьї + gab. (9.44) 
相应 的 归 一 化 密度 算 符 p 
p = 0/2208) = es /(tre As) = е9 atitea ретй), 
(9. 45) 
在 文献 [167] 中 ,由 于 ata 十 bt16 十 1,atb1,ab 也 满足 SU(1,1) 
李 代 数 , 可 以 被 分 解 为 
expLh(ata + btb) + ma t b t + nab] 
= e*exp(Aatotyexp[(ata + btb + 1)C]exp( Bab) 
(9.46) 
其 中 : 


m B n 
EcothE — h’ EcothE — h ° 


c= mí E? =h?—mn. (9.47) 


E 
EcoshE —hainhE)* 
由 式 (9. 46) 与 式 (9. 13), 可 以 将 式 (9. 45) 化 为 
eM, exp[— Bw(ata + btb) — fg ` atbt— Bgab] 
一 eexp(p аЬ?) : ехр[(е" — 1)аїа + (e — 1)Ь1Ь]:. 
exp(pab), (9. 48) 


AP: 


M 
T (см F Basin) ". 
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e= ее, p 一 8g _ 


McothM + Ba’ (9. 49) 
М = В уа? —| g |°. 


注意 到 exp( 一 ata 一 bt15) : = |00)(00| 1 £ #| R] s& (9. 13) 与 式 
(9. 16), 可 以 改写 式 (9. 48) 为 


24 x * Cy s pas PA 
em, — | 1022 (gz, | e“ аА ate? tag ote | 0000) 
T 


“z 


(0000 | estaoe tet? | ZZ2) 
2 2 xj K) хх 
=ef dada cag, | edett ние" | 0000) 
(0000 | енча | ZZ) 
= treet” tratate ИИА? | 0000)<0600 | емнае? J. 
(9, 50) 


式 中 :10000)==105).105》, 已 用 了 到 模 相干 态 完备 性 | 90, 


| if (mz |= 1 ， 再 利用 0200) 一 e- 下 以 及 式 (9.11), 有 


p= 去 [| p(B) p(B 1]. (9.51) 
因此 ,得 到 广义 双 模 热 真 空 态 |1p(B8))( 对 于 式 (9. 55) 所 对 应 的 扩展 
空间 的 纯 态 ), 即 Ce 


Е 


1Р0) = Мт 
其 中 配 分 函数 Z(B) 由 式 (9. 48) 决 定 : 
208) =tr(e ms) 
=tr{eexp(y* atb1) : ехр[(е" —1)ata + (e—1)bt6b]:. 
exp(yab)}. (9. 53) 


ША [SBE na) az |= 1 ,并 利用 积分 公式 (9. OAR 
(9. 53), 最 终 求 出 


е^ Мн aott"? | OODD), (9,52) 
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2 2 у 
Z(p) = | “е ш, | е^ abst, ec -Datat Dto , e“ | zz) 


=ef се 一 1) |а | + (e° —1) | |? + 


we zizi + pez] 
Е 


ер еар (9. 54) 


于 是 
InZ(B) = Во +x—n[(K — 12 —| g], K=e€ 
(9.55) 
利用 配 分 函数 ZAO 5 3⁄3 JJ 23 2: £ , RHA; 的 内 能 由 式 (9. 54) 
求 出 为 


С] 
(Нз). =— 5019209) 


әк 1 ә 2 2 
2 K K-D |p] a (K 1)*=|# 1] 
әк 1 
бете [2K 1D 3 > 
Opn" Ән 
LY Op 一 大 A (9. 56) 
由 (9. 49) 计 算得 
=— К. (MsinhM + AocoshM) (9.57) 
% =~ gk? (9. 58) 
RAR о. 56) 48 
Z= | К> Тш емы 
‹Н,). = отат В (MsinhM + BwcoshM) 
(К H 2)? -D+K(g* 24+ ge’ )] (9. 59) 


其 中 : 
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2MsinhM(MsinhM + BwcoshM) 


2 2 
кек (McoshM + BwsinhMy* 
(9. 60) 
(К 1) | р |? = (K—-1—|4|)(K—-14| # |) 
4Msinh? M 
(9.61) 
McoshM + BwsinhM ` 


把 后 两 式 代 入 ( 昌 ;)。 中 ,并 利用 
(MsinhM + BwcoshM)? 一 | g |*B* = (McoshM + BwsinhM)’ 
(9. 62) 
RAB A RE 


(Hy), = оф fa? Ге [coth М (9. 63) 


9.3.2 用 |g(B)) 导 出 系统 的 内 能 分 布 


以 下 用 纯 态 式 (9. 52) 来 求 内 解 ,以 代替 上 节 用 系 综 平 均 求 式 
(9. 63) 的 方法 . 由 式 (9. 1) 以 及 注意 到 (p(6B) | g(0)> = 1, И 
算出 
(wata), = (whtb), 


= 去 (olata + bb), 
= FOP | Cat + bbt) | KA) — w 


£ — © (0000 | exp(yab + айе" + bbe”) + 


~Z@ 2 
(aat + bbtyexp(y'atbt+atat e? + ott e/)|0000)—w 
(9. 64) 
在 插入 4 模 相干 态 完备 性 后 ,得 到 
д? z, d? z, dz z; d? 
ЬЬ). ZO z 21 — | zz |? • 
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exp{— 23 | z | 十 pzizz + (zizi + zzi) + 


= 
oto s/s ee 
p zí z; 十 (ziz1 +2722 Je? } 一 中 


wl — e°) 


= rT (9.65) 
又 可 求 出 
(g`atbty, =g° (p(B) | atbt | Ф)» 
сылы ay as 
pn (9. 66) 
(gb) So Ñ (9. 67) 


© 1% —| |? 
从 式 (9. 66) 5509. 67) 9 H XA (g ° atbt 和 gab) RRM — F BJ 
ВЕЗЕ. 通过 式 (9. 65) 一 式 (9. 67) ,可 以 验证 
(Hs).= (wata). + (@btb), + Cg" ath). + (gab). 


— 201 — e) + g ut ви" 
== ГАР 2w (9. 68) 


再 用 式 (9. 49) 和 式 (9. 61) ,可 以 验证 上 式 即 为 式 (9. 63). 可 见 新 

的 热 真空 态 式 (9. 52) 是 正确 的 . 

9.3.3 利用 广义 Feynman-Hellmann 定理 验证 热 真空 态 
以 下 从 另 一 角度 ,采用 广义 Feynman-Hellmann 定理 (GH- 

FT) 来 计算 式 (9. 63) 的 结果 . 在 文献 [169] 中 ,在 量子 统计 中 对 于 

混 态 的 系 综 平 均 意义 下 ,系统 的 平均 能 量 ( 户 )。 有 


° a 2 +, 0H 
By, E> = (a+. añ Әү > (9.69) 


其 中 :x, 是 系统 哈密 顿 量 互 中 的 相关 量 . 
将 式 (9. 44) 代 入 式 (9. 69) ,分 别 取 X Hog ,g, 则 有 
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Ss" ~ (1+RH).— BPH) (ata + bt6))., 


до 
Kip = (+B). BH)Gatbt))., 9.70) 
SO: L (A HRA). — BHs)(ab)).. 
£ 
ABIL AL, RY ARTE AS |W)» W E 
Hy | P) = E, |W), (9. 71) 
由 于 
ab—atbt с 
[25e] 
= «Сав! ав) + Е-Е (ata +51) + 8, 
(9. 72) 
有 
(№, | [oe(atbt + ab) + (Reg) (ata + ЬЬ) + (Кер) ] | Ж,) = 0, 
(9.73) 
因此 ， 
(+H. – ВА; )[осаїь! + ab) + (Reg) (ata + btb) 十 
(Reg) ]). = 0. (9. 74) 


为 了 方便 起 见 , 令 g 为 实数 , 即 g* — z. 联合 式 (9. 70) уж 
(9.74) ,得 到 

XA). 

w og" 

AMER RO ,有 


aH) 


o Hs). 
Ow 


og 


+ +g *+g=0. (9.75) 


(9.76) 
即 
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dg ,gw —— KH». (9.77) 


g 
从 上 式 ,可 以 得 到 


-+g = С, (Н), фо = CG, (9. 78) 
其 中 :Ci,C: 是 任意 常数 . 方程 (9. 75) 的 通 解 为 
(H). =— w+ fl- а + g], (9.79) 


AY: SEAR z 的 函数 表达 式 . 为 了 求 出 确定 解 , 可 以 检查 
特殊 情况 , 即 当 g-*0, 疡 一 eata 十 obtb,(oafa 十 ob10) 一 了 1， 
它 是 所 熟悉 的 Bose 统计 分 布 公式 , 即 


(Ay | pao de 一 一 w 十 /[—*] = ecoth Ë — w, (9.80) 


所 以 这 暗示 了 函数 f[z] 的 形式 为 f[z] 一 Vzcoth (EV), 
RERO. 79) 得 到 平均 能 
(H,), =— w+ aeoth (22), (9.81) 


式 中 :0= Jo — 5? ,与 式 (9. 63) 的 结果 是 一 样 的 . 
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第 10 章 ”用 IWOP 技术 研究 四 元 数 


的 积分 和 相干 态 


爱尔兰 数学 家 和 物理 学 家 W. R. Hamilton 于 1844 年 发 明了 
ЩЩ!!! ,这 是 他 一 生 最 重要 的 成 就 之 一 , 它 是 非 交 换 复数 的 扩 
展 . 四 元 数 可 以 用 来 研究 量子 转动 ,在 一 个 单位 四 元 数 与 围绕 通 
过 原点 的 轴 的 3 维 旋转 之 间 存 在 着 的 对 应 关系 22? "Ө. рл 
表示 一 个 实数 与 向 量 的 总 和 ,包含 四 项 :一 个 实 部 和 三 个 虚 部 , 即 


xo = w 十 zei 十 zuseij + we. 
这 里 :zw ws ,ws 都 是 实数 ,e; 9€j yek 为 三 个 虚 单 位 
e =ë = е —=— 1. 
四 元 数 运算 规则 取决 于 三 个 虚 变 量 的 运算 
ее, 一 一 ejei = е, ее, 一 一 etej。 
类 似 于 复数 的 共 斩 ,一 个 四 元 数 w 的 共 力 为 
w’ = ил — We; — Wej — ше, 


w 的 模 平方 等 于 


| w|? = иш" = ил +w +w tui. 


对 于 任意 一 个 ww, 定 义 它 的 向 量 部 分 v 
v = wre; + Wej + We» 


所 以 w=w +v, w =ш v, ЩЖ 


2 =—| v|’, |ш| =w ov]? 


(10. 1) 


(10. 2) 


(10, 3) 


(10. 4) 


(10. 5) 


(10. 6) 


(10. 7) 


考虑 到 四 元 数 的 乘积 具有 不 可 交换 性 ,有 关 四 元 数 函 数 的 积分 也 
是 对 物理 学 家 与 数学 家 新 的 挑战 . 在 本 章 里 ,我 们 导出 一 些 对 于 
四 元 数 的 Gauss 积分 公式 . 然后 将 通常 的 相干 态 |z) 推 广 到 四 元 
数 相干 态 1w) ,并 利用 IWOP 技术 与 上 述 积分 公式 证 明 |w) 完 备 


性 与 相关 的 算 符 恒等式 "1. 
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10.1 一 些 四 元 数 积分 公式 的 导出 


首先 计算 下 面 的 积分 公式 
1, = | “Чехре | w |? + no Буш"), 
其 中 : 


d'w = du,du,dw,du, = dw, d’ v 


(10. 8) 


(10. 9) 


是 体积 元 ,o,w, 都 是 实 参 数 . 该 积分 类 似 于 复数 的 Gauss 积分 


公式 
dz А 2 Ц | А 
т expe | z|? + z + wz" ) =— [exp w/: )， 


从 也 = +v 5 v=- |]: ,有 
expm = Žal = cos | v+ fe, 


以 及 
" 
w" = Go +)" = У) Cwr 
k=0 
[n/2] [C1)/2] 
=) Cwr + >» CU yr tn gti 
j=0 j=0 
Cn/2] 
=J Cwr G | о D? + 
j=0 
[mn-D/2] 
CH wr (1) | o PP, 
j=0 
另 一 方面 ,与 
Go +il |)" 
En/2) [Co 一 D/2] 


Кел < 0. 


(10. 10) 


(10. 11) 


(10. 12) 


= D Cw Glo D+ D werd | о pe 


j=0 j=0 
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[n/2) (tr-1)/2] 
= P Cw Gilo D+ D Hert pi о |, 
j=0 j=0 
(10, 13) 
可 见 (zw Hilol” 的 虚 部 为 


(n= /2] 


У) Herp) |x |. (10. 14) 
= 
联合 式 (10. 12) 与 式 (10. 13) ,得 到 
w” = Re[(w +i | v "9 + Imi +i о D]. 


(10.15) 
所 以 ,对 于 任 一 “ 实 ? 函 数 (то) 一 D aao", safe А, 是 实数 ,可 以 
2 
усш = Sa, [Ве чш +i lv D+ mEn ti l v1)"] 2) 


п=0 


=Re[f(w +i] о |)] +Im[f(wm + i | vI] Ter 


(10. 16) 
注意 到 在 о 的 第 二 项 是 奇数 ,因此 可 以 得 到 有 关 四 元 数 指数 函数 
的 两 个 等 式 : 
exp[pw] 

= Re[exp(zzu +i | po |) J + ImlexpGew +i | pw |)] 
ио 
ио | 


2 exp(pw;)[ соз po [+ pee sin po 0] (10.17) 


和 
expLyw* ] =(expLyw])* 


= {expo wi) [ соз уо |) + 22 sin(| vv Die 


| ve | 


=exp(vw, )[ cos vv |)— | Р Tsin(1 vu 0], 


(10. 18) 
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由 于 Б zo * 是 对 易 的 , 则 
ехр[ ию Jexp[ xo ° ] =ехр[ xo + vw" ] 
=ехр[ Си + у) + Си—›)®] 
= ерси + а |eos[| (x — 9ə |) + 
(и — у)ъ . _ 
I Са оуу [nt (и у» р). (10. 19) 
于 是 ， ses 8) 变 为 


l = Hfd оеро ve] v|?] 


= Con eee ПЕ у)о+е| о |? ]. 


(10. 20) 
AP: |v 上?== 码 十 十 ww, 上 式 右边 就 是 常见 的 正规 的 Gauss 积 
分 ,计算 它 得 到 
exp[ и — vote |v 7 -f Arty ld le | ow соз(А |v |) 


==> ” dre cos(ar) 


二 二 № А 
=op” (1+3) (ss) 
(10. 21) 
其 中 :4=p 一 v. 
RAO 20) 的 最 终结 果 为 
4 — y)? 
4 ш | +o Бую") = zU +e = =, 
(10. 22) 


如 式 (10. 21) HARER Fz WA 


з 
ve 2 ser eCe | v |? +v) =f ard pelei cos(A | о |) 
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2 


a 
= (ss) (10. 23) 
故 得 到 另 一 个 积分 公式 


d'w 1 =l, 
I, = = 510 s rome | = l +u уш") = 7 


(10. 24) 
这 与 式 (10. 10) 是 相似 的 . 
现在 考虑 二 个 更 普遍 的 情况 


4 
ГА = | окр | w |? + fw? + gw"? о + vw"), 
(10. 25) 
L = |; ee] w |? + fw? + gu `? + pw + vw") 
(10.26) 
式 中 :p,f,g ,pv 都 是 实 参 数 . 由 于 
= (w +v) = w+2wv—|v|’, (10. 27) 
w*? = (w — v) = wi — 2x u —| о |’, (10.28) 
# 
exp(p | w |? + fw’ + аш"? + pw + va * ) 
= exp[(o+ f + gui + (u + )x + (0— f — g) | о |? + 
v(2 fw, — 2gwi + — v) ]; (10.29) 
再 利用 式 (10. 23) ,对 vv 积分 有 
3 
[ео | w |? + fw? + gw"? + pw + vw") 
= exp[ (o + f + gui + (+w ] ° 
3 
[0-7-0 | © |? + (2 fw; — 26801 и v)u] 
= 1 (2 fw, — 2gwi и у)? . 
тета а sa 


a з, 2 
exp CE em ERY Pot f + ul + ut юш], 

(10. 30) 
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然后 对 w 积分 ,其 结果 为 


=l [а (14 Gir вол te"), 
рут | (1+ Se eee) 


She шш te] 


ехр[ (e+ f+ aud + (ayu, + a 


= 470 exp (E LRE), 


[-@+ s+ 90 40) FLH Du eH). 
(10. 31) 


同样 的 方法 ,对 于 积分 LA 
[Tienes | w |? + fw? + gw"? + pow + vw" ) 
= exp[ (0 + f+g)ui + (p+ wl. 
[rimeso [12 
(2 fw, — 2gwi + #— v) u] 


fai gre pre f + gui + (+w + 


2 fw, —2 =)? 
aa =r } (10, 32) 
再 对 w 积分 ,有 
1 "Gal Swi exp[ (e+ f + g)u + +w + 
(f+g-— р) mx 
4(o— f— g) 


К: arr exp [=P £). (10. 33) 


以 上 积分 为 研究 四 元 数 相干 态 提供 了 方便 . 
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10.2 从 相干 态 |z) 扩 展 到 四 元 数 相干 态 |w)》 


相干 态 |1z) 定 义 在 复数 z 空间 中 的 形式 为 


| 2) = exp[aat—F 1120, ao. 


34) 


10) Ё Fock H24,a|0)=0,[a,at]=1. 根据 IWOP 技术 以 及 


[0)‹0| =: exp( 一 afa) : 很 容易 证 明 它 具有 超 完备 性 


2 2 
[s= |z)<=| Js= : exp[ 一 | z |? +2at+z*a—ata]:=1, 


(10. 
在 此 基础 上 ,定义 四 元 数 相干 态 
| w) = Cexp[wat] | 0), (10. 
式 中 :C 是 归 一 化 实 常数 , 且 满 足 
а| и) = ш| и), (wlat= (ш |", (10. 
也 有 
(ш | ata | w) =| xo |2. (10. 
根据 


Ge | w) = С У) E" = Ctexp[—| w|], (10. 
n=0 ЫШ 


Ж C=exp| —-у lwl? ] 8р 


| w = ехр[—-у | w |? + ша! ]| о). (10. 
|w) 与 粒子 数 1n) 的 内 积 为 
{ ty НК, 
‹ ) = е1 ( (wa 0) = ev wy 
n| x e n| > nl | е Jal 
(10 
即 
| m | w) |? = et Lol’, ao. 


n! 
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35) 


36) 


37) 


38) 


39) 


40) 


这 就 是 四 元 数 的 Poisson 分 布 . 

下 面 ,讨论 一 下 四 元 数 相干 态 |w) 的 完备 性 . 先 研究 对 |w》 
《w| 积 分 . 利用 IWO 技术 以 及 о уш" 可 交换 的 性 质 和 式 
(10. 31) 的 积分 公式 ,有 


[& | чо) (ш | 
2 
= foe. exp(—| w |° + wat+w'a—ata)? 
— 2 
=11- 2S :天 1 (10. 43) 


另 一 方面 ,用 积分 公式 式 (10. 33) ,可 得 到 
dw 1 
[= ЕТЫ | х) (ж | 
Сй тк + exp(—| w |?+wat+w'a—ata): 
(10, 44) 
这 里 看 出 权重 因子 3 2То 5 对 于 完备 性 似乎 非常 有 必要 . 


10.3 四 元 数 相干 态 完备 性 的 应 用 
根据 式 (10. 37) 和 利用 完备 关系 式 (10. 44) 以 及 积分 公式 
(10. 24) ,可 以 直接 得 到 下 面 的 算 符 等 式 : 
ees! =| тте | zo) Go | e 
-| Š zr : exp[ 一 | w |? + wlat +A) + 


w*(a+p)—atal: 
=: ехр[Аа + ра! + Аи) :. (10. 45) 
再 利用 式 (10. 44) 554010. 33), 4 
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a 1 fa 
да! ыла каты | zo) (ao | е“ 
ay Гот : exp[ 一 | w |? + wat+w"a—atat 
Aw? Бри"? 1: 
= I Ха? + 4avata + pat?) 
= Jr= = ' (21-4), (10.46) 
根据 Baker-Hausdorff AX, WRAX У ЕСХ,У]=5 Ү, 
ek efek — є“, (10.47) 
因此 
ú 
et [шень ww | 


dw 1 
т |v 


4 
= [zz 1 er" exp( i [w |? + ua t]e set erte 10) ш | 
| Fexp( 一 去 lw |° + oea!) 10) Gae | 


ú 
|, : exp(—|w |? + wetat+w'a—ata): 


x 2\v |? 
=: ехр[ (е^ —– 1)а!а]:. (10. 48) 
最 后 ,利用 式 (10. 24) 与 
аш 1 


< IoT чш`"ехр{р | w |? + uw уш") 


_ [a 1 әт Р > 
-| x 2] oT apra Pe | ш | + zo Бую") 
= oO" (1. 

~~ apd" ( о ° ) 

min[ m,n) 


minty! 


w/i 
с“ 之 Поп = D!G@m — С pt ti 
就 能 导出 


(10. 49) 


dw 1 


а?а" = 
= 2 |о 


212 [wlw |0" " 
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[а 1 ~; ЛЕТ: t *a—ata): 
=| 2 ar aed exp(—|w |? + ша! + ш" a — ata) 


шіп m,n] miniat™ign! (10. 50) 
а > Поп 10а 01 : 


总 结 以 上 讨论 ,我 们 首次 导出 了 若干 有 关 四 元 数 的 高 斯 积分 ， 
引入 了 四 元 数 的 相干 态 ,考察 了 其 新 的 完备 性 关系 ,而 四 元 数 相干 
态 的 物理 应 用 有 待 进一步 发 掘 . 
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第 11 章 指数 算 符 的 矩阵 ， 
LDU 分 解法 


在 量子 力学 中 ,大 多 数 算 符 之 间 是 不 对 易 的 , 当 有 A 与 BB 两 个 


算 符 间 不 对 易 时 , 则 елей ей. 例如 由 于 [aa 人 ] 一 1,ex“ 的 
分 解 就 是 一 个 问题 . 利用 矩阵 的 工 DU 分 解 075-29 与 表象 可 以 部 
分 地 解决 若干 指数 算 符 的 分 解 问题 "”” ,Dirac 曾 说 ,对 于 相 空 
间 中 坐标 与 动量 的 经 典 正则 变换 ,总 是 存在 一 个 量子 力学 么 正 算 
符 与 之 对 应 ,而 有 序 算 符 内 的 积分 技术 则 可 以 建立 联系 这 两 种 变 
换 的 “桥梁 ". 例如 ,经 典 的 坐标 变换 qi 一 g/w, 则 把 此 变换 置 于 坐 
标 表象 的 态 矢 中 ,就 对 应 于 么 正 的 单 模压 缩 变 换算 符 ( 其 中 /一 
ex) 为 

e [aq lq / a | 

р 


= exp(— tL tanha )exp| In sechA (ata 十 +) exo (Panta) 


其 中 :1q1) 是 坐标 算 符 Q. 的 本 征 态 , 即 Qlad=n 11), Т Q = 


Catal) 02. 本 章 , 可 以 见 到 这 种 思想 的 更 多 实际 应 用 , 即 把 
矩阵 变换 置 于 表象 内 . 相应 的 指数 算 符 的 分 解 就 依靠 该 矩阵 的 
LDU 分 解 来 完成 . 


11.1 对 应 于 2X2 变换 矩阵 的 指数 算 符 分 解 


以 2X2 的 实 矩 阵 为 例 , 利 用 坐标 表象 做 以 下 经 典 - 量 子 
对 应 682] ， 
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[с >Р 


Jaet(AD — СВ) [ва dz = K 


(с ode) Q) 
(11.1) 
这 里 A, B,C,D 都 是 实 参数 , VdetCAD 二 CB) 保证 了 K WAKE 
性 ， (2 ))= a». 在 Fock 空间 ,|g;) 可 表示 为 


| q) пер É faa! eE) 0), i=1,2, 
(11. 2) 
利用 IWOP 积分 技术 ,对 式 (11. 1) 积 分 就 可 以 得 到 对 应 于 经 典 变 
换 gq, 一 Agqi 十 Bqs,q: 一 Cgqi 十 Dgs 的 么 正 算 符 K 的 具体 形式 . я 


一 方面 ,利用 和 矩阵 的 LDU 分 解 理论 (L 是 指 下 三 角 和 矩阵 ,D 指 对 角 
矩阵 ,U 指 上 三 角 和 矩阵 ) 


Sok ү zalf; 2 
К = |с AD — СВ А (11. 3) 
C D = 1||0 A 01 
以 及 坐标 表象 本 征 和 的 性 质 :3(4, 一 q) 一 (qi|g) +g |P, = і 各 
(gi| ,可 得 K 的 分 解 公式 
К = L,D,Ú;, (11.4) 
HOLD: U2 的 形式 分 别 为 
1 O 
po qı qı = Ж СА > 
L, = [dada с 1 EKE) = exp( iZ@Pr), 


(11.5) 
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s ае (*))((*) 


= ер iQ P, + P,Q,)In VA —i(Q, P, + P,Q) $ 


n De |, (11. 6) 
у) 


这 里 һаа, 实际 上 D, 就 是 一 个 压缩 算 符 . 


因 些 ,可 以 看 出 ,和 矩阵 理论 的 LDU 分 解 对 于 找到 新 的 算 符 公 
式 是 非常 有 帮助 的 .当然 ,还 有 另 一 种 分 解 方 法 


B] [AD 一 BC 1 0 
A В 1 =| > — о 
01-0202 =» 
0 1 0 D] D 


这 将 会 给 出 另 一 种 分 解 形式 ,读者 可 以 自己 做 一 下 . 


0 


D, =/de(AD = CBY | da: dae 


0, = [ааа = exp(-i 707), 


(11.7) 


11.2 对 应 于 3X3 变换 矩阵 的 指数 算 符 分 解 
构造 如 下 形式 的 积分 算 符 (v 是 实数 , /deto RIET V 的 么 


EH): 
Vu Vz Vs 
> V= |0 Uz оз |, 
231 032 Vas 


(11.9) 
Ap .d'G=dai dq, ідз. 根据 3X3 PEAY LDU 分 解 理论 ,有 


а 
q: 
9з 


а 
92 
9з 


Ӯ = „ае [а 


v 


228 


1 0 OJfdn 0 Oq we 
v= |l 1 0||0 d, 0||0 1 
a ls 1]10 0 410 0 


以 及 
detz = fazdildzzcdaszaz， 
式 中 :LDU 和 矩阵 元 与 vj 之 间 的 关系 为 
š du 一 mi， 


020 — Vai Viz 
ар =—— 
Un 


из 
из |= 1.00, 
1 
(11. 10) 


(11.11) 


(11.12) 


d __ 033111 一 113031 Uz3 ©) 一 Viz V2, 1032 101] 一 V3 112 
ga ’ 


Vu шп Vi U22 一 Viz Vai 
Var 
la ’ 
Un 
Va 
la , 
Un 


1 __ 103211 — 1031112 
oS == = 
Vii V22 一 12921 


и = , 
Un 
113 
из = 
оп 
__ 023111 — 1013112 
Жш a ere 


101 022 一 112 V21 


НЕ GIG) =804—6 7), TB 


ўї, „О, 
A: 
qı qı 
L, = М [а L, |9 q: 
9з 9з 


(11.13) 


(11,14) 


(11. 15) 


， (11. 16) 
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qı qı 
D, = де, [ва р, | N ， аы» 
Чз qs 
qı qı 
Ú, = Ун [а Us |9: ||, (11, 18) 
9з 9з 
将 Ls 和 Us 分 别 分 解 为 
1 0 O}/1 оо 
L, = |1 1 0/0 1 O|=fh, (11.19) 
la 0 1) (10 lz 1 
1 0 uws)fl zx 0 
U,= |0 1 из||0 1 O|=ys. (11.20) 
00 1)(0 0 1 
可 以 看 到 相应 的 量子 算 符 为 
Г. = ЁН, О, = YS, (11.21) 
ЖЮ F, H ,Y 和 S 分 别 为 
qı q. qı 
È= [4 У |а й = [а ћ |9 ||, 
q3 q3 q3 
(11. 22) 
qı qı q qı 
Y= fez У |92 «||, S= Мат |&@ 5 |9 Ф ||» 
9з qs qs 9з 
(11. 23) 
综合 方程 式 (11. 9)—(11. 23) ,给 出 
V = FHD,YS. (11.24) 
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XTRA F, H,D,Y WS 的 明显 表达 式 , 利 用 关系 
a! qe [az |69 | p) = [8080 679) 


=9(G"G), (11. 25) 
式 中 :G 是 一 个 实 矩 阵 ,并且 注意 到 
1 оо 1 о о 
fo = |-l, 1 0|, а = |0 1 01, (11. 26) 
= 0 1 0 —ly 1 
就 得 到 
qı ГИ ГИ 
q: fea fl q ||? 
аз ГА qs 
qı 
-小 q: ЕЕ 
9з 
=e (айни; фф 4,98), (11, 27) 
所 以 
Ё = exp[— iUn Q P: + ln Q:P5)]. (11. 28) 
同样 地 ,由 
qı ГИ ГА 
ГА М [ea h| qo q ||? 
gs q; аз 


а 

-小 92 | = Фф ,gz sq; — аф) = ео; ф(а уф 3), 
9з 

(11. 29) 
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Н = exp(—ilyQ,P;). (11. 30) 


另 一 方面 ,由 
0 —us 1 —u 0 
у 0 1 из, 5) = |0 1 0| (11.31) 
0 1 0 0 1 
和 
qı qı 
92 fea sja g| |P 
q gs 


qı 
-小 а ie т Сазе газаа ) (qs ,gz 92), (11. 32) 


9з 
可 以 得 到 
Y = exp[— ilus Q, P, + ux Q, P,) J. (11, 33) 
同 理 , 从 
4 ГИ ГИ 
a | Маз |е |а| а е 
яз ГА ГА 
а 
-小 РА |- mea (qi ‚д: qa) > (11. 34) 
q; 
得 到 


S= exp(—iuzQ,P,). (11. 35) 
现在 来 看 算 符 D: 的 形式 , 它 是 一 个 压缩 算 符 


D, = [iD QP, +PQ,)in Jd, |, (11.36) 
综合 式 (11. 28), 式 (11. 30), 式 (11. 32), Ñ C1. 35) WRK 
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. 36), 得 到 六 的 分 解 式 
V =FHD;YS 
=exp[— iQ Cn P, + la Ps) Jexp(— ile Q, Ps )。 


exp[—id (OP, + Рд) Jd; |, 
i=l 


a 


= 


exp[— iQ; (шз P, + uz P2) Jexp(— іш. Q, P, ) (11. 37) 


11.3 对 应 于 пхп 变换 矩阵 的 指数 算 符 分 解 


在 矩阵 理论 中 ,nXn 的 方 阵 4 可 以 被 分 解 为 4 二 LDU 的 充分 
必要 条 件 是 它 的 极 小 主子 式 序列 


А, Æ 0,(Ё = 1,2,++,п), (11. 38) 
Al 
D = diag(di sd25* sdn), dy = М/Леу (11.39) 
在 这 种 情况 下 ,对 于 n> n 的 方 阵 A 
An Ar ++ An 
A А. 5 Аһ 
А=- 2 |， (11.40) 
An Aw … Am 
分 解 矩阵 工 ,D,U 具体 形式 如 下 :下 三 角 和 矩阵 工 为 
1 0 0 
La 1 wee 0 
г=|® | Ns (11.41) 
La La 1 
式 中 :La 的 表示 为 
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i= 11+ 1,+*›п; 


(11. 42) 
注意 分 子 与 分 母 的 区 别 是 (Ana Arr ,As) 被 代替 为 (An ,A ,…， 
Au). 对 角 和 矩阵 也 也 可 表达 为 

Dis 0 .. 0 


D= е (11. 43) 


D, = Аё? ¿i= 1,2,:--,п (А = An). 


1 Ux Ui, 
0 1 - Un 
U=]. B .|， (11. 44) 
0 0 1 
дир: 
А“? И 
АСУ i<j, 
U; А isj = 1,2,+е,п, (11.45) 
1, i=j 
0, $ > 1. 
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这 里 AS? 的 定义 是 


k =1,2,=,n—l; inf =k+l1l,k +2, n. (11.46) 
例如 


isj = 2,3,+е,п 


下 面 讨论 对 应 于 nXn 变换 矩阵 的 指数 算 符 分 解 . 构造 如 下 ket- 
bra 积分 形式 : 


q qı 
A= Мана [аА | \(|*]), (11, 47) 
Qn q. 
其 中 : VdetA 也 是 为 了 确保 A 的 么 正 性 ,以 及 
qı 
@ = = "exp(— zag 44/2001 — ata! | 0)， 
q. 


(11. 48) 
表示 为 n 模 的 坐标 本 征 态 , 其 中 :10) 是 nn 模 真空 态 ， 


at= (at ,ai,… al). 
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根据 坐标 本 征 态 正 交 性 ( 立 | 修 一 3( 他 一 六, 就 有 


A = LDÚ, 
这 里 
qı qı 
L= [Í 44111 е ||, 
q. 9, 
qı а 
Б 92 92 
D= VaD| вар“ ; 
Qn 9, 
а qı 
v= 三 ао |“ а E 
Qn Qn 
实际 上 


D= exp(—i >) (QP, +ÊQ)In VD. ), 


(11. 49) 


(11. 50) 


(11. 51) 


(11. 52) 


(11. 53) 


是 一 个 模压 缩 算 符 . 为 了 求 出 L,U 的 具体 形式 ,根据 矩阵 乘积 ， 


可 以 进一步 将 矩阵 工 ,U 分 别 分 解 为 


1 0 0 0 1 0 … 0 

La 1 0 0 0 1 0 
L= Pel fies 

La 0 1jlo L, 1 

1 0 0 

б 1 ù = Lile Lea» 

0 Bei ZI 
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(11. 54) 


1 0 0 1 0 

U : I 0 1 
|0 1 о) |: 

0 0 1 о 0 

1 Ur - Un 

0 1 ore 0 

Д с = U UU, 
0 0 1 


其 中 : 
q. q. 
L= [ag 1. | @% |, ;¿=2,3,=,n 
Qn Qn 
和 
qı qı 
Ô, = feg u|” @ |, i=2,3, n 
Qn Qn 


因此 ,将 式 (11. 56) 代 入 式 (11. 49) ,得 到 
А = LL I DÚ, ÂÂ, 


再 利用 式 (11. 25) 的 关系 ,就 有 
Ф ГИ ГА 
q, q, q, 


(11.55) 


(11. 56) 


(11, 57) 


(11. 58) 


(11. 59) 
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== Фа 929° sqi sgia — Liigi s**t q, —Liqi) J 
2 С 
= exp(— «>» э ) P64: 54), (11.60) 
Bp 
L; = exp(—i $, LkQ,P,), i= 1,2, ,n— 1. (11.61) 
а= 1 
同样 的 方法 ,有 
©, = exp(—i У\0,0,Р,), = 1,2,--,п 1. 
а= +1 
(11. 62) 
将 式 (11.53), 式 (11. 61), 式 (11. 62) 代 入 式 (11. 59) ,就 能 导出 А 


的 表达 式 为 
A=[[lexw(-i 5 LG,)] 
exp(— iÑ (QB, + PAODIn VD; )* 


[I exp(—i >) Us?) J. (11. 63) 

总 之 ,使 用 适当 的 量子 力学 表象 ,把 算 符 写成 是 该 表象 中 的 矩 

阵 的 投影 算 符 形式 ,矩阵 的 LDU 分 解 就 可 以 映射 到 希 尔 伯 特 空间 

的 算 符 乘积 上 ,利用 这 个 就 可 以 对 算 符 进行 分 解 ,对 于 分 析 算 符 的 

压缩 和 纠缠 性 质 是 十 分 有 用 的 . 这 种 LDU 分 解 和 TWOP 技术 结 
合 可 以 得 到 很 多 新 的 算 符 恒 等 式 . 
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第 12 章 s 编 序 算 符 内 的 积分 技术 
及 其 应 用 


本 章 旨 在 量子 相 空 间 中 引入 s 参数 化 的 广义 Wigner 算 符 , 介 
Bs 编 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWSOP, Integration Within S-or- 
dered Product of Operators 的 缩写 ,并 用 符号 @…@@ 标 记 ) ET 
以 统一 正规 乘积 内 的 积分 技术 (* 王 1), 反 正规 乘积 内 的 积分 技术 
(s 二 一 1) 和 Weyl 编 序 内 的 积分 技术 (s 一 0) ,并 进而 导出 任意 密度 
算 符 的 s 编 序 展开 公式 ,以 完善 带 s 参数 的 量子 化 方案 . 历史 上 ， 
Cahill-Glauber 曾 在 研究 量子 光学 的 经 典 对 应 理论 时 引进 了 带 s 
参数 的 相 空 间 分 布 函数 De , BJ 54 s=1,0 和 一 1 时 , 它 分 别 退 
化 为 Glauber-SudarshanP Ж, Wigner 函数 和 Q 函数 . 他们 的 
出 发 点 是 着 眼 于 D(a,s) 三 D(a)e" (其 中 D(a) 二 exp[aat 一 a* a] 
为 平移 算 符 ,[ava 仆 一 D) ALB | (амат) 
果 来 定义 算 符 a 和 at 的 带 s 参数 的 编 序 规则 , 即 在 此 微 商 后 取 
c 一 0 的 结果 来 定义 ata” 的 排序 形式 . 但 是 ,即使 是 知道 了 定义 
式 , 求 某 个 算 符 的 * 编 序 展开 是 困难 的 ,需要 另 想 办 法 . 我 们 提出 
的 IWSOP 技术 可 给 出 任意 密度 算 符 的 s 编 序 展开 公 式 "] ,不 但 
可 以 完善 带 * 参数 的 算 符 编 序 理论 ,而且 指出 了 其 本 质 ,也 可 以 导 
出 许多 带 s 参数 的 新 算 符 恒等式 以 及 量子 力学 基本 表象 的 * 编 序 
展开 形式 . 
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12.1 密度 矩阵 的 s 编 序 展开 公式 与 IWSOP 技术 


12.1.1 带 s 参 数 的 广义 Wigner 算 符 与 Weyl 对 应 规则 
通过 对 比 已 有 的 Wigner 算 符 0s7 ,引入 一 个 带 s 参数 的 广义 
Wigner 算 符 ,其 形式 如 下 : 
A,(a) SAI Í Ü (161 + Ba t — В" a — Ва" +B a) 
(12.1) 


利用 Baker-Hausdorff 公式 和 IWOP 技术 ,对 于 з<1, 9] A, (а) 
的 正规 乘积 为 


А, (а) =| E: [9180 + pat Bra Ва" pra]: 


=a as: i а" )(а a) |. (12, 2) 
4 s=0 时 , 式 (12. 2) 变 为 一 般 的 Wigner 算 符 正规 乘积 形式 


A,(a) — Аба) =+ : exp[—2(at—a* )(a —a)J: 


x 
TL exp[—(2— K: — (p— Р, 


(12, 3) 
; at 十 a 5 a-—at ч г 
式 中 :X VE »P w 另 一 方面 ,对 于 s<—1 的 情况 ,也 可 
以 得 到 式 (12. 1) 的 反正 规 乘积 形式 
A, (а) 


#8 i ep —— 45? LE + pat Ba pa't Ва): 


2r? 
Е Стокі [ree ao]: (12. 4) 
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根据 定义 
ae; 2 
8 = lim — =), А 
(x) lim exp ( г) (12.5) 
则 对 于 s= 一 1, 可 以 得 到 
A=: (a) = : (а! — а" )8(а — а) : 
=d(a—a)d(at—a*) 
= |а) (а |, (12.6) 
RP: 19) —exp(—Flal?+aat) 10? 是 相干 态 (注意 这 里 的 A Ca) 
是 广义 Wigner 算 符 , 不 能 与 Wigner 算 符 的 * 编 序 形式 混为一谈 ， 
见 以 下 式 (12. 94)). 
利用 算 符 公 式 
:+ ехр[ (е —1)а!а]:= ее, (12.7) 
式 (12. 2) 变 为 
== 2 ; s+1_ | 
мө gene(s f(E- jeta] 


ci 


“aael че: 


ехр(т—а`а—ү^— J aI") (12. 8) 
从 式 (12.2) 可 以 得 到 


faas, (a) = a 


=2 Cat— a" )(a—a) ): 
-s$ 


[а : exp 7 


=1, (12.9) 
Вр A,(a) 是 完备 的 ,所 以 任 一 密度 算 符 p 可 以 展开 为 
p= fdan, ca" ,0) Ba" ,а), (12, 10) 


这 是 一 个 广义 的 经 典 -量子 对 应 公式 . 当 取 ;==0, 式 (12. 10) 就 是 
熟知 的 Weyl 对 应 . 根据 式 (12. 8) ,并 注意 到 A_,(o') 的 形式 以 及 
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利用 相干 态 表象 的 完备 性 | ČZ | оо |= 1 ,能 计算 出 


tr[A_,(a’)A,(a)] 
= с, | exp( (ттге t)exp (a! aln 1). 


TEE 


exp (Te a) z) 


1 


= af Ece | exp( 7p e/a! )exp( T a'a )exp( Fy aat). 


exp( 7e" a) |z) 


= берат 5 ] Ет a) 


12-6 0] 


at Digg 283 fe _ „> 
= 7,0 a) (a а") 


= э 5‹х'—хж)(р'— р), (12.11) 
й, 
ер(=1191:— 4161") 
式 中 :G= aa G O ah a 2 W p 
在 带 s 参数 的 量子 化 方案 中 的 经 典 对 应 函数 


2rtr[A_,(a)o] 
= 4x| do’ tr[A_,(a) A, (а) ] Bla’ 3s) 
= [ааваа а") (0,5) 
= Ф(а,5). (12. 12) 
式 (12. 12) 和 式 (12. 10) 就 是 以 带 参数 s 的 量子 化 方案 所 给 出 的 经 
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典 函 数 和 量子 力学 算 符 的 一 一 对 应 关系 ,而 Weyl 对 应 方案 是 它 
的 一 个 特例 . 


12.1.2 密度 矩阵 的 s 编 序 展 开 公 式 一 一 玻 色 子 情况 


自然 产生 的 问题 是 , 任 一 密度 矩阵 p 的 s 编 序 展开 式 是 什么 ? 
为 解 此 问题 , 先 求 出 o= |2) (| В s 编 序 展开 形式 ,利用 式 (12. 2) 
与 式 (12. 12) ,有 
2rtrLA_,(a) | z) <= |] 


ete : = 2 Cat e*)(a—a) Is 
ти a’ (a а) ||) 


= 122, (z* —a° a=], (12. 13) 


这 就 是 |z》(z| 的 带 * 参 数 的 广义 Weyl 经 典 对 应 . 实际 上 , 式 
(12. 13) 右 边 表示 一 种 相 空 间 分 布 函数 , 它 也 满足 完备 性 , 即 
[Eoee = 
=1. (12.14) 
算 符 的 每 一 种 广义 经 典 对 应 的 相 空间 分 布 函数 (由 于 引入 了 广义 
Wigner 算 符 ) 对 应 于 一 种 算 符 排序 ,所 以 看 出 |z》(z| 的 s 编 序 形 
式 为 


(=" —а" =] 


| 2) (= | Gene af)(z a) |9, 


1 十 s 
(12.15) 
HPO -ORR s 编 序 记号 ， 这 个 定义 包括 了 已 知 的 1z)(z| 的 
几 种 编 序 公式 . 当 s=1 时 , 式 (12. 15) 变 成 为 
| z)(z |=: exp[— (z* —at)(z—a)]:, (12. 16) 
说 明 @…G@) 变 为 正规 乘积 : … : ; 当 s=0 时 , 式 (12.15) 退 化 为 
| х) (|= 2 { ехр[– 20" —at)(z—a)]i, (12.17) 
HAO OZH Weyl RF ie i; 34 :一 一 1, 式 (12. 15) 变 为 
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| zy <= |=lim 2 Н exp[ 2e —at)(z—a) | : 


一 ;3(z" 一 af)3(z 一 a) i, (12. 18) 
说 明 @…G@ 就 变 为 反正 规 乘积 编 序 : … : . 
根据 式 (12. 15) 与 积分 公式 


raf Tips 2 ру (ут jj 
e) 8" "В'ехрс—| B |? + BE+B т) = С D” Hnn 6,1), 


(12.19) 
SOP : Hn (Es PENER Hermite 多 项 式 , 导 出 


2 
a’at™ = бж | 2) (= | at= 


= Of Fe"exp[— Tie 406—9) |® 
Е 2 Ы АРА ¿IEE a 
=(/44) ah Éz ging'exp(—] Z |? + 
2 _ 2а! A 
t 
zaz “十 一 经 4)@ 
Е - "өн...( 42223 ata —_4)® 
Ма) "Мут NFI 


(12. 20) 


从 式 (12. 20) 看 出 , 当 s=1 时 , 变 为 正规 乘积 形式 
аға і" = (—i)"™" : Hm, (iat,ia)?, (12. 21) 
而 对 于 s 二 0, 变 为 Weyl 编 序 形式 
aat” = (—iV2)"™™ } Han (iv2at,iv2a)i. (12.22) 
基于 以 上 讨论 ,归纳 出 带 s 参数 的 有 序 算 符 内 的 积分 技术 
(WSOP) ЕЖ, 
(1) 在 s 编 序 @…@ 内 的 玻 色 算 符 a 和 at 相互 对 易 , 尽 管 [a， 
at]=1,40--OHA® аа!®=® ata ©. 
(2) c 数 可 以 自由 出 入 s 编 序 @…G@) 记 号 . 
(3) 可 以 对 在 s 编 序 内 的 算 符 函 数 中 含 的 c 数 做 进行 积分 或 
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微分 运算 . 
(4) gas nen 的 s 编 序 形式 是 


t 
| 0040 |= — 8 (Ge а)®. (12.23) 


5) 当 取 s=1,0,—1 TORN “OAR EH : 
; 的 形式 . Й, ARAN 92 BE ERE o AY s ат 
FR, PE 些 具体 编 序 形式 . 
再 根据 式 (12. 15) ,也 可 以 导出 算 符 e e= 的 s AFER: 
expla’ )exploa t) 


= [оа ) | 2) <= | exp(ca t) 


= 2 J ÈE O (д tae"? — (z' —a)(z—a))@ 


1+5 ET 
= 1 oa? + Аа? 4+2(s+1)Asata 
A Ol 1—2 Gs + 12 js. 
(12, 24) 
这 里 已 用 积分 公式 
gdz 


`< eP] z 1+ ё + т" + fe? + gz "2 


1 +ë 
-zzl t = нена (12. 25) 


CER Ке( + 7-6) <0, Re( ALE) <o 或 者 Re(ç— f—g)< 


оке 48) о, 于 是 ,从 式 (12. 24) 结 果 看 出 当 ;=1 时 ， 


1 да + да? + 4roata 
Àa? туз. : Mo i Eaa 
exp(Aa’ )exp(oa Ë ) == [ 145 } ; 
(12.26) 
4 s=0 Bf, 
1 : oat? + да? + 2Аваїај. 
(Аа?) t) : s. 
exp(àa? )exp(sa =s i exp[ 1 二 和 | 


(12.27) 
245 


下 面 求 出 任 一 密度 算 符 o 的 * 编 序 展开 式 . 根据 式 (12. 15) 和 
P 表示 9 
p= | ÈPO | 201, (12. 28) 


有 


1+5 


p= 2 [re © exp[ 


12 (zt —at)(z—a) ]®. 


(12. 29) 
现在 利用 Mehta 的 P(z) 的 表达 式 089] 
Р(=) = e #8 p| Byexp(| B]? +8 z— 82°), 


(12. 30) 
式 中 : | 8) 也 是 相干 态 ,把 式 (12. 29) 代 入 式 (12. 30), 并 考虑 
(一 B|B) 二 e-?I ,得 到 


_ 2 гав, Я 
p= [s В| e| Be 
| ®*® ех [Пе + B* z — В" 2 te at)(z—a) |© 
元 А IFs ] 


=f Że. 


© exe[ 251 B! В'а+ Ва! ata) |®, (12. 31) 
这 就 是 密度 算 符 o 的 s 编 序 展开 公式 . 可 以 看 出 ,一 旦 o 的 相干 态 
矩阵 元 (一 8lolp8) 已 知 , 便 可 用 IWSOP 技术 在 @…@ 内 积分 直接 
给 出 p 的 * AFER. 从 式 (12. 31) 看 出 , 当 * 一 0 时 , 式 (12. 31) 
变 为 

p=2| во  exp[2(B"a—fat+ata)]i, 

(12. 32) 

这 正 是 将 о 转变 为 Weyl 编 序 形式 的 公式 ;而 对 于 s= —1,5 
(12. 31) 就 变 为 
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p= 2{ 2 |B) texp(|B |? +8 a—fat+ata)i, 


(12. 33) 
这 就 是 о HREMRA BAK. 

作为 式 (12. 31) 的 应 用 , 求 算 符 e" 的 s 编 序 形式 .将 式 
(12.7) 代 人 式 (12. 31) 并 利用 IWSOP 技术 积分 ,得 到 一 个 新 的 算 
符 公式 


out 一 hf ee В| епа" |B}. 


1—5 


© exe[ = т 18l 8 a+ Bat—ata) |® 


=_2 | £26 exf 1 一 e) 181: 十 


1—5) x 


2 шаны з 


A 
+ © exp| —— D ta |®.c02. 34) 


-— +e 1 十 5 一 Se 十 e 
可 以 看 出 , 当 s=1,0,—1 时 ,上 式 分 别 变 为 
: exp[(e'—lata]: (s = 1) 
ete үр i exp [28 faa"): (s= 0) . (12.35) 
e i exp(1 — e aa t) : (s=—1) 
最 后 ,计算 A,(a* a) 5 编 序 算 符 展 开 形 式 ， 


А,(а” ,a) 


фы. [181—8 a+ pat ee 


2 ata" аа) | | В) * 


25| SO exe{-2 1 81 + 
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2 


SiG e e—a) +s | 8|5—8°а+Б1—а!а)1\® 
2 2 š 2 
-qs [e-e plee] 
= Уу ®8(а!—а` )8(a—a) ©. (12. 36) 


12.2 s 编 序 算 符 的 恒等式 


接 下 来 ,用 s 编 序 展开 式 (12. 31) 与 带 s 参数 的 有 序 算 符 内 积 
分 技术 来 解决 若干 关键 问题 "9 , 即 一 些 常 用 的 算 符 其 * 编 序 展开 
到 底 是 什么 . 


12.2.1 ata" 的 s 编 序 展开 形式 
将 o=at"a" 代入 到 式 (12. 31) ,并 利用 积分 公式 
(一 рте bp "prexp(—| 81° — E+ 18" )= Н... Ср, 


(12. 37) 
可 得 到 


а!”а" 


=(-p*—2 | ©". 


1— 


© ер[ —* 181 — 72 at- a—ata) JO 
Е c(a) ФЁ g -ng © exp(—| В 


ПО Ч Е И, 

B т=; +8 Te E a)® 

1 зул 5 5 

=( >) ®н..(,/72-а.,/2-а)®. 02.38 


Alt A ata" ТЕ s 参量 量子 化 方案 下 的 经 典 对 应 为 
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) nH t 
)—а"а" 
(= (Vi T° 


(12. 39) 
这 就 是 算 符 s 参量 量子 化 方案 的 本 质 . 特别 地 , 当 取 s=0 н], 
(12. 38) 变 为 Weyl 编 序 形式 


1 \orrm2 
(z) i Hmn (VZat 2a): = ata"; (12,40) 


当 取 ;= 一 1, 则 转化 为 反正 规 乘积 形式 
Hmn (atsa) š = ata", (12. 41) 
这 与 我 们 已 知 的 结果 是 完全 一 致 的 . 


12.2.2 © atra"@ 的 正规 乘积 形式 


首先 ,根据 Š 函数 性 质 , 很 容易 得 到 
© а!"а" @ = [Ea © Hat—a’ )8(а—а) O, 


(12. 42) 
再 根据 式 (12. 2) 与 式 (12. 36) 的 结果 并 用 式 (12. 19) ,有 


© ата" © = 2 Е 
1— $ 
: exp[ 二 Le 上 十 zlata +a* a) ea], 


-(&) ла е Canal sm 


2 


t 


ae pe = = a 


(ДА са! vi Jre) (12. 43) 


这 就 是 @ atra" зити. 注意 到 式 (12. 38) 与 式 
(12. 43) 对 s 参数 量子 化 规则 而 言 是 互 逆 的 . 所 以 ,从 式 (12. 43), 


249 


得 到 wa * ”的 量子 化 表达 式 


gars om (E) (uf Eeri e) 


(12.44) 


将 双 变 量 Hermite 多 项 式 的 定义 式 


= mint С 1)". n=l 
Hm. (E) = > DIG DI (12. 45) 
与 Laguerre EMR LP (z) 的 定义 式 


_y G+! (— х)! 
LP = 3) GDF T кыш 


作 比 较 , 可 以 得 到 如 下 关系 式 : 
1 (一 1)"6 "L? (Ee) m>n 
Han (e) = . (12.47) 
ml(— 1)”= "L(x) m < n 


再 根据 式 (12. 47), т<п 时 , 式 (12.43) 变 为 
Oare = (EFF) mi i ure (A) 


(12. 48) 


当 m>n 时 , 则 变 为 


© ата" @ = 人 ( Зат : рә (2а... 


(12. 49) 
12.2.3 @atra"@ 的 5“ 编 序 展开 形式 


34 p=© ata" @ 时 , 求 其 相应 的 * 编 序 展开 形式 ,利用 式 
(12. 31) 和 式 (12. 43), 有 


Фата" O =g f 80-61 Фата" © 18 + 
© "ер e 181° Pa +84") |97 


2 — (= ) Ot) /2 
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Г Ep) 
© 'exp[ 7 | BI + Petit ata) |®' 


рун" /1 g) Hm? атт 2 A 2 
= = ( 2 т) or ae) Se exp[ е 


(ie [2 + pat Je- (u fe = +224)" 一 
1—95 
2ata 


yea =]. A 


5 


s =) ше р 
=n (3) (i [2-а si =a Jo’, 


(12. 50) 


这 里 ,已 用 了 双 变 量 Hermite 多 项 式 的 母 函 数 
Han (€, = За екрс m ++ 0р) leereo (12, 51) 


尤其 当 s =1 时 , 式 (12. 50) 变 成 式 (12. 43). 
利用 式 (12. 47) 与 式 (12. 50) ,对 于 m>n 的 情况 ,有 


© ата" © = (£58) ыс D'e 


(02а) ue (2676), 


у еа (218), 


(12. 52) 
而 对 于 m<n 的 情况 , 则 有 
=s)" t 
Sare O =mi (EFN omi (2s 
(12. 53) 


以 上 方法 较 之 文献 [184] 的 推导 更 为 简明 、 实 用 . 
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12.3 量子 力学 基本 表象 的 5 编 序 展开 式 


借助 s 编 序 展开 式 (12. 31) ,可 以 把 坐标 表象 ,动量 表象 ,纠缠 
态 表象 纳入 s 编 序 形式 ,并 可 用 其 导出 一 些 新 算 符 恒等式 ,特别 给 
出 了 单 模 与 双 模 的 压缩 算 符 的 s AFER. 从 而 进一步 表明 
Dirac 的 符号 法 (表象 理论 ) 应 该 成 为 Newton-Leibniz 积分 理论 的 
一 个 新 发 展 方向 . 


12.3.1 坐标 表象 与 动量 表象 的 编 序 形式 

在 前 面 已 知道 坐标 表象 |z) 在 Fock 表象 中 形式 |z) = r 
exp(—S+V/Z2a!—2) |0) ,满足 广 |z) 一 z|z) 并 根据 与 相干 态 
的 内 积 为 (B|z) 二 -Wexp (一 守 +V2z8" 一 后 一 此 ) ,于 是 根 
据 IWSOP 技术 与 式 (12. 31) ,就 有 


| х) | 
Е 2 
г] 529 [21181-80227 — 
2 в +в"? 2+ 2 
В (V2z+ 5a) 2 z 1214 z |9 


9% 1 [= Маа + а!) tata + te" ]\@ 


1 1 у? 
- 29 exp|[ 一 Le O Je, (12. 54) 
这 是 正 态 分 布 的 形式 , 式 中 : 文 = Catal //2. 特殊 情况 , 当 s 二 1 时 ， 
| Da |= Z еар (一: (12.55) 


当 s=0 时 ,用 8б) =1ша Сехр =7/е) RAZ. 54) 变 为 
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| z)(z|= 8(z— KX) =}ё(х—Х)}. (12. 56) 
注意 对 于 s= —1 的 情况 ,该 指数 是 发 散 的 ,所 以 |z》(z| 的 反正 规 
乘积 形式 不 存在 . 再 根据 其 完备 性 关系 ,也 能 得 到 在 s 编 序 内 纯 
Guass 积分 形式 


1 oxy = 
[в | х) (= I= 29а ехр[— (= — X)?/s]® = 1. 
(12. 57) 
类 似 地 ,对 于 动量 表象 1p) ,有 
| py Cp = 起 ®ep[- (p—P)*/s]®, (12.58) 
其 相应 完备 性 为 
Jae | ро = 28р ехьї— ‹»— Ё›'/51® = 1. 
(12. 59) 


作为 式 (12. 54) 与 式 (12. 57) 的 应 用 ,可 以 导出 有 关 算 符 X й 
Hermite 22015600 s 编 序 形式 ， 


н.) = аен, сә | 206 | 


-jro H,(z)exp| 一 二 (一 х9 


x 
=T= © H, (T=), (12, 60) 
这 里 
[n/2] 
C D'n (2r) _ a 2 
Н, (2) > TG ЖЮ gerat) > 
(12.61) 
这 里 已 考虑 了 相关 积分 公式 
"ы = Iru (1 — 2и)" > 
| “ч Hn ade = ®иш(1—2и) H. (75): 
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2и Z 1. (12. 62) 
对 于 特殊 情况 ;二 一 1,0,1, 就 有 


2% н, (3) ы з=]. 

H,(X) = 4, ae ， (12,63) 
i H,(X) :， s= 0 
an: X", s=1 


这 与 第 7 章 中 的 结果 一 样 . 另 一 方面 ,根据 式 (12. 63) уж 
(12. 31) 以 及 利用 积分 公式 (12. 37), 有 


H,(X) 
= 2" Rgp ye 


1—5) x 


© exp[— 2E 2 21%%'— Bt a—ata) |® 


2 aD dp е, 
Se у ен кВ 


© ехр[ 2187 2 at B'a ata) |@ 


5 


-0-95 n! [2 2 
一 (1 91D Ç pm © Hen (at To" —)° 


(12. 64) 


Щ s=0,50 (12, 64) 变 成 Weyl 编 序 表达 式 
0.9) = > ghi H Hina (/2at,/2a):. 
(12.65) 


与 本 (和 一 ; H,() ;比较 ,就 得 到 一 个 新 等 式 


十 at 
m): 
zt) _ > 


H, ( N 


Же ури Не (VEy 020). 12. 66) 
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可 见 当 算 符 从 一 种 排序 变 为 另 一 种 排序 时 ,就 会 引出 一 些 新 的 恒 
等 式 . 此 外 ,利用 式 (12. 57) 与 式 (12. 61) 以 及 积分 公式 


Ге Lz »"]- orin (2), azen 


则 得 到 有 X" 的 s 编 序 形式 , 即 
x = [а | 2061 


= Ја" £O еә L(x oa) 


=(%) © н,(@)®. (12.68) 


同样 的 方法 ,也 能 得 到 ex 的 s 编 序 形式 
= [еее | х)‹х | 


- [az @ ехр[— (+ —4)z’ 十 二 VEz(a 十 an) 一 


м ST 
lata — Lata? 
гы a 5 2 Je 


1 ИЕ ae 
л 9 [za ay Py aaa, Fs 


ят"). (12.69) 
MF s=1,0,—1 的 情况 ,上 式 分 别 转化 为 
—— | exp (gk): s=1 


(12. 70) 
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最 后 ,计算 出 单 模压 缩 算 符 U, СЙ) s 编 序 形式 . 根据 坐标 表 
аан 


а |= |= exp| F(a? — at) ], k =e 


(12.71) 


U, (и) = 


只 ZyYel 的 s 编 序 表达 式 , 即 


2 | 
“ 


“ene eel ee 


(22+; Ze) – ЕНИР 


T 


TA 122 1.ва lz = t— 
== 0 e|- 2⁄4 — 954 ада зи + 1а 


laat} Z(u— = 
аа taa“ s+ s + l)a 


2 
ыле” — 2 + +-2и+1) |9. (12, 72) 


然后 ,将 上 式 的 结果 代入 到 式 (12. 71), 便 有 


/ 4и I 
Ui Cw) Pe — 252и 4 5 4+ р? 4 2р4 1 


С? 6а? at?) — 2s(u—1)*aat 
© exp[ st — 2з pts +Ë +2 + 1 Je 


(12. 73) 
同样 地 , 当 s== 一 1,0,1, 式 (12. 73) 分 别 退 化 为 反正 规 、Weyl 编 序 
和 正规 的 形式 


— [Ж ww -1 Elat): 1 at]. 
О, (и) 二 人 exp 人 2 ie ) exp[— Ll aa] 
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exp (一 жш (12. 74) 


12.3.2 纠 颖 态 表 象 的 s 编 序 形式 


下 面 , 很 自然 地 将 式 (12. 31) 扩 展 到 两 模 情 况 , 即 对 于 两 模 情 
a 


) [PE p, -e lel ee’) 


p= 


(т<) 
© exp[ 256 | BI + |a ht b+ 
Bb1—ata —btb) |®, (12. 75) 


Җир: |8,8'›==В), 18), 是 双 模 相干 态 ， 基 于 此 ,可 以 计算 Fan 
Klauder 纠缠 态 投影 算 符 |7)《7| 的 : 编 序 形式 . 根据 | 7) 的 具体 
形式 


2 
Ip = exp(— LLL + та! 7 ot + at6t)| 00), 


(12. 76) 
再 利用 式 (12. 75) ,能 计算 出 


Е ® ер Hele +e (4G 


(一 5)7 一 2a _ n [0 -97 =2at | 
1+5 т)+в" ( 1+5 


24 
А ылар. 


2 2 2 + 2 ,+ 4 t 
=) 171 sa" 2 Er np 
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5—1 
145 


=+@ ехр[— 2a +6007" —at+o |9, (12.77) 
这 也 是 一 个 正 态 分 布 形式 . 也 很 容易 看 出 ,相应 的 完备 关系 具有 
[Siva 


Ë 1 . 
= 1[41® exp[— 2007—4600 —at+6) |© =1, 


5 


Dae i a 
reitin lnl +L rna |° 


(12. 78) 
类 似 的 方法 ,对 于 另 一 纠缠 态 表象 16) 


|= е (– 7 Ге 12674-6" ot—atb!)| 00), 


(12. 79) 
其 满足 
(ato) |=), ав |ә =ë |. 
(12. 80) 
也 可 以 计算 出 
[г< ®ехр[ Lee —at— bE— bt a) |© 
(12. 81) 
5 
[осе 
x 
2 
= 1/9 exp( 一 二 全 —at—b)(€—6t—a))® = 1, 
(12. 82) 
AT BA WRERA RO 


2 
0,00) = [2 ул |= exp[ACatét—ab)], (ue =e) 
(12. 83) 
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的 s 编 序 表达 式 , 利 用 式 (12.75) ,首先 计算 | 的 s 编 序 表达 
式 , 即 


л мыс [ #8 2ан — + з] 
ут al т © exp| -1 52 = АУ ет н–+1) + 
2 | МТ attt 2 уо. 
5—1 1° т) + +1 a | 
ls TE A 
жа! al? се т^ + +"? 
ite 2 б 2 at 
1+ | 让 一 2а а= 1° 49 
a 1+s + +s + 28 — 25и, 
-+ = ro И 
aat+bbt—ab—atbt _ 
5 
t~a+bts+as+yubt—pa — pas —pbts 
2з 
b—sb + sub + ub + suat—pat—at—sat 
т 1]@. 
(12, 84) 
然后 就 有 
三 
О.) 149448? + 28 — 25 
(2? — 2)(atbt— ab) 
®ехр[ 3 —2s u +’ +É +2n+1 
2s(u— 1)° (aa t + bb t) 
ZZ asi ee. G2.85) 
对 于 :一 一 1,0,1， ane, 
= atot 
U: (4) = awe А 
дф tl: Sl 
ехр[— 4a + >] ехр( 61%) 


__ 2 _#-1,)\; 0—1)? at +]:. 
=s exp ( 51%) i exp[ +e (аа + bb | : 


用 一 1 tot 
exp (52—14 bt), (12. 86) 


这 与 文献 L[193] 的 结果 也 是 一 致 的 . 
作为 双 模 情况 最 后 的 例子 , 求 出 (a 十 61)" (at 十 5)" 与 
Hmn《a 十 bt,at 十 5) 的 s 编 序 形式 . 利用 式 (12. 80) 与 式 (12. 82) 以 
及 式 (12. 19), 式 (12. 25), 有 
(а +bt)” Cat + 6)" 


= [бересе 
x 


d 
= Lof feere- 10 —а!—ю@—ь'—а]® 
= mtn gg ng! sm [- ey att bey 
= Ws) of = &e'*™exp| —| E |? + £ + 
аы. = ара 


Е 
| .at+b .a+ot 
= смо © Hna (i io )®. (12. 87) 
同样 地 ,利用 式 (12. 80) , 式 (12. 82) 与 式 (12. 51) 以 及 积分 公式 
和 zexp( | z|? +z +yz") =- += (=), Кеб < 0, 
(12. 88) 
有 
H,,,.€a + bt,at + b) 


| “Ёнг › LEEI 


2 
= +®| н.е 1 аю oje 
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om аё 
т ae 


1 "а-вы a || ® 
5 t=r=0 


pasion 


= 0 e0[- (1 一 9 区 十 (ac 十 ph 十 (af 十 br] © 
“= a+bt at+b 
= VTD © Han (FE EO. (12, 89) 


12.4 @s SAA Wigner 算 符 的 Randon 变换 


在 量子 断层 摄影 术 (Tomography ) 理论 中 ,人 们 广泛 地 利用 
Radon 变 换 来 获得 Wigner 函数 分 布 和 密度 矩阵 550. 在 文献 [195] 
中 ,引入 量子 力学 的 坐标 -动量 中 介 表 象 |g)w 来 讨论 Tomography , 
HE lonor (91 Wigner 算 符 AC, p) KY Radon 变换 ?9 , BJ 


| @, 2 |= [axapacq— px — vp) A(x, р), (12. 90) 


因此 ,对 于 任意 态 矢 |y), 它 的 Wigner 函数 的 Radon 变换 就 是 在 
表象 |q),,, 中 测量 到 它 的 几率 


асан |? = [dard pq — pr —vpDWCz, p), (12. 91) 
这 里 19), 满 足 


(eX +P) | Daw = q | Dawe (12. 92) 
以 及 完备 性 关系 


faa | Davo | 
= —+[де: Lad F. GX дута 
= [коё +w] tfaa : кр зруч“ +00] |, 
=1, (12. 93) 


式 中 :w," 是 两 个 独立 实 参数 ,并 注意 到 当 取 =l, v= AM u=0, 
"一 1 时 就 分 别 变 为 坐标 的 本 征 态 和 动量 本 征 态 , 下面, 先 求 出 
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Wigner 算 符 A(z, р) s 编 序 形式 ,然后 利用 Radon 变换 ,再 求 出 
(Duvna <91 BJ s 编 序 表达 式 . 


12.4.1 A(z,p)5 19),.„„ (91 ЖЕЕ 


将 Wigner AR Alr, p) 的 正规 乘积 形式 (12. 3) 代 入 到 式 
(12. 31) ,就 有 ?7 


= 2 [ËR gl. —2(at—a*)(a—a)): 
aa) =f EE BI 1+ exp[—2at—a" Aaa]: 9 


© exp[ 25s | Bl? p a+ at — ata) |® 


去 @exp| 2 (at—a" )(a ®©, (12. 94) 
式 中 :ae 一 一 ,已 用 了 积分 公式 (12. 88). 当 取 s=1,0,—1 时 ， 


式 (12. 94) 分 别 变 为 


1, exp[—2(at—a* )(a—a)]+, з=1 


т 
AG) = 44 alata )8(a—a) {, s=0., 


-4 ; exp[2(at—a* )(a 一 ao)] i, s=—1 


(12.95) 
根据 式 (12. 94) 与 式 (12. 90) ,可 以 得 到 坐标 -动量 中 介 表象 的 
s 编 序 式 : 


| Фе =E [ахар 800 — pr — vp) + 
© ехр[— 全 (ai 一 (a -oje 
=1farap бадар)» 


зид) sls 
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—[xsG# +14 © exp| 一 x we (aX +P} JO, 


(12. 96) 
щ p=1,v=0 时 ,就 是 式 (12. 54) 的 结果 ; 当 и=0,›=1 时 ,就 变 成 
式 (12. 58) 的 结果 . 从 式 (12. 93) 看 出 有 如 下 完备 关系 


[ве |9) „оа |= [aqa G +T: + 
© e|- z pl G + PFO 
=1. (12.97) 
12.4.2 (WXP) 的 s 编 序 展开 式 
利用 式 (12. 92) 与 式 (12. 97) 以 及 式 (12. 67) ,就 可 得 到 (pwX 十 
vP)" 的 s КЕЛЕ"?! 
(aX +P)" 
= [ва 14). | 


= == [er e ое | др рои ok +I )® 


(12. 98) 


， x atat. p azat 3 _ yiv =i 
此 外 ,由 于 е Ба. i 可 以 令 f ЖОЛ” JZ 


则 式 (12. 98) 等 价 于 


(fa + ga t)" = (i JEY ен. (5а, а), 


(12. 99) 
这 是 算 符 (fa 十 gat)" 的 s 编 序 展开 式 . HR. a= 1,0-0, B, 
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-5 一 启 , 变 成 式 (12.68)， R= 091, f= =Ë 
A 

А " іР 

P= (2) өн, ("= )@. (12, 100) 


另 一 方面 , 当 s=1 时 , 式 (12. 98) 或 式 (12. 99) 就 变 成 相应 的 
正规 乘积 形式 


оќ Py = [- i JEEZY (A tie), 
=(-i,/#) (i Eeti get) 


(12, 101) 
4 :一 一 1, 就 变 成 相应 的 反正 规 乘积 形式 


СЫХ + vP)" = (JEY : H, (Ee +,/Жа') 
(12. 102) 
最 后 ,为 了 方便 书写 令 F=pX+P Sia =+, ARO 98) 看 
出 ,由 BP" =P ,有 
OH, (2Ё)®®н, (= )® = өн... (5®)®. 
(12, 103) 


此 外 ,根据 式 (12.98), 也 有 


= (~i fy 29 н. (Ё)®. (12. 104) 


再 由 H/(z=)=2nH,_, (z) ,得 


= . [so iF 
а Cu EY en. (28) 
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4 
-(-/#)'®4н.(Ж ®. az% 
比较 式 (12. 104) 5 Җ (12. 105) ,就 有 
SR = $0 н, (= )®. (12. 106) 


12.4.3 H,(uX+vP) 4 s AFRA 


现在 讨论 一 下 H, (eX +P) H s 编 序 展开 式 . 根据 式 (12. 92) 
与 式 (12. 97) 以 及 式 (12. 62) 导 出 
H, (X + vP) 
= [зан, са 1а, 
= [s(t EA wu š 


@exp|- — la (Ë + PD} |® 


sC? ETET) 
n x + Ê 

= (тфуу) on, (Aa 

(12. 107) 
也 有 
gat 

H,(fa + gat) = (7727) © н, (EE). 

(12. 108) 


对 于 特殊 情况 s=1,0,-1,4 
H, (uX + vP) 
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(aX + vP) 
(VIFF) | Gs) 
= i H, (X +P) +, 5=0 . 


g: (uX +P) \. 
VERA) EH Gray) 一 1 


(12. 109) 
12.5 压缩 混沌 光 场 的 Weyl WMS PRR 


本 节 , 采 用 式 (12. 31) 可 得 到 一 些 量 子 密度 算 符 的 P 表示 与 
Weyl 对 应 . 以 压缩 混沌 光 场 为 例 ,其 定义 为 "3 
p, = S(r)p.S (г), (12. 110) 


这 里 SCr)=exp[ir(XP + PX)/2] 是 压缩 算 符 ,p. 一 (1 一 e -年 ) . 
exp (ESTE ) 表 示 热 场 的 密度 算 符 (t EDE Re a ЕК, Т SB 


HED, tre. =1. 在 文献 [200] 中 ,利用 IWOP 技术 可 以 将 o, BME 
的 正规 乘积 Gauss 形式 


б, = fg + ехр(— f'R?—g'P?):, (12.111) 


җир: 


+ 
f= 
CESES] 
ЕТЕ (12.112) 


Pes 1 
Е оп фрее" +1’ 
元 表示 о. НУУЖ f 3, В я = (раа) = (е —1) 1. 将 式 
(12. 111) 代 入 式 (12. 31) 并 利用 


2 
| Sexe z| tetp + fet ter"?) 


exp [= Spt Sat TL), аги) 
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就 有 


aE] Bol GE (ЕУ 
2 


© exp(— 181° — 2218" +24 0— ata) 


— [05 — 1° fe , 
71-5 G, 


т: АЕР $ => + ? 
@exp[ (f+g Zla 204 а р бе taje, 


2at 
s—1 


(12.114) 
HP .G,=Cfs—f+Dlgs—e+). 作为 特殊 的 情况 , 即 当 取 s= 
0, 它 就 变 为 Weyl 编 序 形式 


-o/__fe 2 
= Ja paso 


(g—f)X(at +a’) – 207 +g —2fg)ata 1; 
i exp[ 2a—f\da—~) Ji- 


(12, 115) 
因此 ,o, 的 Weyl 对 应 为 


= fg * 
о Мађар 


(g— Р) ба" +a’) — 2(f + g —2fg) |а |° 
exp| 2(1— РА – в) } 


(12. 116) 
根据 Wigner 理论 ,对 于 给 定 态 | 办 ,有 
«ре, | 9) 


_—4 fa (и. 
= 015° 


А2 "а дел +) —2(f+ g— 2јв) |а |? 
р 2(1— )0(1— а) 


иса в), 
(12.117) 
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Са" ,a) 就 是 | 内 的 Wigner 函数 . 
另 一 方面 , 当 s=—1, R02. 114) 变 为 它 的 反正 规 乘 积 形式 


р Йе fer ig 
б = 2, JG aA Gg) 


‘ (g— f(a + а?) —2(f + g—4fg)atay, 
i exp[ 21 —2/Q — 2g) | 


(12. 118) 
因此 , 易 得 o, 的 P RAW 


sy ДЕЕ Г лс 
Pla" а) =2,/ aD) 


(g— Р ба" Ба?) —2(f+g—4fg) | 24 
exp[ 21 — 2f)(1 — 2g) I 


(12. 119) 
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第 13 章 ”量子 光学 中 光子 计数 的 
新 公式 


在 量子 光学 中 光子 计数 是 一 个 重要 课题 ,这 是 因为 用 它 能 够 
判断 光 场 的 非 经 典 特性 "3 量子 力学 中 光子 计数 分 布 首先 由 
Kelley 和 Kleiner 提出 "中 .对 于 单 模 光 场 ,在 时 间 间 隔 了 内 检测 
到 加 个 光子 的 几率 p(m,T) 可 表示 为 Cocz 


taym 
p(m,T) = tf[e: Gal ay" eat :]' (13.1) 


这 里 o 是 待 测 单 模 场 的 密度 算 符 , 被 称 为 检测 器 的 量子 检测 效 
率 ，Mogilevtsev 组 "中 也 讨论 无 光子 探测 , 即 讨 论 了 式 (13. 1) 中 
m=0 的 情况 . 最 近 范 洪 义 等 人 中 推导 出 两 个 新 的 光子 计数 公 
式 , 其 中 一 个 与 密度 算 符 在 相干 态 下 的 平均 有 关 , 另 一 个 与 密度 算 
符 的 Wigner 函数 有 关 . 
例如 , 当 p= |а) (a| 是 一 个 纯 相 干 态 , |a) =exp(aat—a" a) 
10) =р(а) |0), ДА ala)==ala), 则 光子 计数 分 布 为 
(a js tay" ы ,| gy = 19 re Эге, (13.2) 


m m! 
这 正 是 Poisson 分 布 . 根据 算 符 等 式 exe: expl(e’—l)ata]: 
5 


0-0 qm emete- — am (1 — D”, (13. 3) 
以 及 
ata" = N(N—1)(N—m+1), N=ata, (13.4) 
能 够 导出 
a : (ata)"e st := atara 一 ёу-"е“ева-ө® 
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SË D) | adn | NN m+ DA eerta 
*п=0 

е х = = дуа 

=p ou | mOn | nC 1)++(n—m+1)—&) 

=>" а | min, (13.5) 
at 

sah | |= == 
ni 
Din (m, T) = DA а-ә", 13.6) 

n=m m 


其 中 : P,=(nleln>. 式 (13. 6) 被 称 为 Fock 空间 中 Bernoulli 
分 布 [2%'205], 

对 于 许多 不 同 于 纯 相 干 态 的 密度 算 符 , 若 直 接 使 用 式 (13. 1) 
是 非常 困难 的 且 不 方便 . 为 了 克服 这 种 困难 ,本 章 将 改进 公式 
(13.1), 导 出 一 个 新 光子 计数 公式 , 它 与 密度 算 符 的 P 函数 有 
KO] ;另外 ,根据 上 一 章 IWSOP 技术 导出 带 s 参数 的 光子 计数 
公式 的 一 个 普遍 形式 5 , 当 s 取 不 同 值 时 ,对 应 不 同 的 相 空间 分 
布 函 数 . 


13.1 密度 算 符 P 表 示 下 的 光子 计数 公式 


现在 将 密度 算 符 p 的 P 表示 (1a) 为 相干 态 ) 


p= | ара) | axa | (13.7) 
RARA. 1) 中 ,有 
pom, T) =| Speta |+ BIDT an | a) 
= [рса le tee (13.8) 


再 用 P(a) 的 表达 式 G9 
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Po = e | ŽE B| p Рехрсі B|? ай" — fa"), 


(13.9) 
式 中 :| 有 ) 也 是 一 个 相干 态 ,于 是 式 (13. 8) 就 变 成 
p(m,T) 
= Ff Ванс ро[е. 
exp[ (1— | a |? +aB* —fa* J 
ге Гев [81° 
= са] C—Ble | ®ехр(#= 2 1 B1 )La (2207), 
(13. 10) 


其 中 :L, (x) 是 Laguerre 多 项 式 


о = о ("= eve ("gap 


1=0 


(13.11) 
并 用 了 数学 积分 公式 
2 
下 zz， z*™exp(e | z |? + Bz + Cz * ) 
min[ m, n] 
вст п\т\В"С"! 

= 2, парів DIS Ree<0, 

(13. 12) 


式 (13. 10) 就 是 一 个 新 的 光子 计数 公式 ,其 不 同 于 文献 [207] 中 的 
AR. 

举 一 些 例子 说 明 , 将 纯 相干 态 w= |a) (a| 代 入 式 (13. 10 ,并 
考虑 (al By 一 exp[ -lal +18 +a" 有] ,有 
Pioa (m, T) 


Ç ут Pee are | ®ехр(#=# IB). ($E) 
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2" lal dB B 2 
- а] exp( b+ Be" ese )- - (T): 
(13.13) 
根据 Laguerre FMAM E BRO” 
DL = G — D exp (r), (13. 14) 
或 
ZAC We = 
L.G) = J š [a Dexp (TE yl. (13. 15) 
式 (13. 13) 可 改写 为 
ате 
Pilara (m, T) = Saep a 六 | 
a eer 
To Га +a" pp || 
E” etla? 
=I Dar P ГЕ 
_e a |?” et 
-Lele š (13. 16) 
这 里 用 了 积分 公式 
Гете + Bz +Cz* )=— expt Be/s), Ree <0. 
(13. 17) 


很 显然 , 式 (13. 16) 的 结果 完全 与 式 (13. 2) 一 样 . 联合 式 (13. 13) 
与 式 (13. 16) 得 到 一 Le 


[it 18) (18Р + pe" 一 ap ) 
二 起 一 [а |2" eS lel? (13, 18) 
特别 地 , 当 取 a==0, 在 式 (13. 18) PMLA m=0 项 存在 , 则 
[та Bi?) = 1. (13.19) 
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现在 考虑 另 一 密度 算 符 
в. = A-e*e*, (13. 20) 


Rp f= PR CARARE ES. 根据 


(1—77) 4—8 |: e-Data :| = (1 一 eS ye += Da? 3 


(13, 21) 
将 上 式 代 人 式 (13. 10), Н 
p.(m,T) 
= Se] Fe (Abe (1+6 - Ef) er] 
= -en (5) Pat mene, 
(13. 22) 
根据 积分 公式 
[orner = ele, (13, 23) 
式 (13. 39) 的 结果 为 
p.(m,T) = Es. (13. 24) 


注意 到 (e/ 一 1)-!= Ге (26) 1] 三 元 代表 Bose-Einstein 9 
计 , 式 (13. 40) 变 成 为 


Сё)" 
Pem D = С тутт’ 
该 结果 与 已 往 知道 的 是 一 样 的 , 即 我 们 方法 的 正确 性 得 到 证 实 . 


що 是 一 个 纯 压 缩 真空 态 


о, = sechA к 0><0 | exp( 


(13. 25) 


tanha , 
2: ), 
(13.26) 


式 中 :4 为 压缩 参数 ,将 p. RARA. 10) 就 得 到 
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dp 


p, m, T) = рунзе | © 
= к ташы; В|? 
ехр[— LEAL + cat +) abt) (LAL), 
(13. 27) 
然后 利用 式 (13. 15) 与 积分 公式 
| ®ехр | z |? + & + mz" + fz? + gz") 


1 = +Ë z+? f 
=== Ca fg } (13. 28) 


其 要 求 Rek f+-z)<0, Re( FALE) со йж Reg- f—a)< 
C—4fg 
о,ке(2 22 Е) <0, 4831 
&"sechA Әд" 
Palms T) СЕ руя дүн Sat 
вд ду ы 
__ @&sechA_ ar l _ 
一 (13. 29) 
AH: 
С? = (€—1)’tanh’A, (13. 30) 
再 根据 Legendre LEAD) TJ z AY P= E BO) 
(1—22 +e = DP, Cz)r (13, 31) 
n=0 
或 
EE __1 
P.G) = тёш |... (13. 32) 
最 后 导出 
&sechatanh”A G 
pm D = ance aP (Ет), 
(13. 33) 
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压缩 真空 态 的 光子 计数 与 Legendre 函数 相关 ,是 一 个 新 的 结果 . 
最 后 一 个 例子 , 当 ps 是 一 个 平移 混沌 光 场 
pa = (1—e) D(a)e D(a), (13. 34) 


其 中 :D(a) 二 exp(aa1 一 a* a) 为 平移 算 符 ,利用 它 的 正规 乘积 形 
yen 


ЖУ s $ — , 
k= 1 ер 一 4]， (13.35) 


一 元 二 1 元 十 1 
并 代入 式 (13. 10) ,就 有 
pa(m,T) 
lol 
ёехр( eat) =j ФВ, 
Со miGa+1)(€—1)"™ д") (1 р) 


пе 十 元 上 — 18-1 2 а, ар 
ерес lh! tai ee | 


=0 
2 


cae a 1 
fexp(— Tine) a= RFI 
IGC D” a nG D, 
në + 
| 
сёзту lel 
“| | -2G=D, 
nË + 1 t=0 
2 
(néy"exp(— Lele = ЖИИ 
= Lp nf L.[ [a | ] (13. 36) 
(яё +1)" по + 1) J’ К 


这 里 已 考虑 了 式 (13. 15) 和 式 (13. 17). 有 趣 的 是 当 ё=1,я=—1/2, 
式 (13.35) 中 的 os 变 成 为 os 一 2 : expl—2(a—a)(a* 一 af)] : = 
2xA(a) ,这 里 A(a) 就 是 Wigner 算 符 . 然后 用 : e+ =|0)(0| 


tm 
lm) = 7108 
тї 
pa(m,T) =2х(т | Ala) | т) = 2(— 1)”e 2 L [4 | a |2J 
=2nW(a), (13. 37) 
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式 中 :W(a) 正 是 粒子 数 态 |m) 的 Wigner 函数 "9 ,这 也 很 好 地 验证 
了 式 (13. 36) 结 果 的 正确 性 . 


13.2 Hs 参数 的 光子 计数 公式 


首先 ,根据 第 12 章 中 IWSOP 理论 ,计算 出 式 (13. 1) 中 算 符 
: Cata)" t" :的 s 编 序 展开 式 . 根据 任意 密度 算 符 的 s 编 序 展 
开 公 式 (12. 31) 50—818) =e. 以 及 TWSOP 技术 积分 ,得 


: (ata) et" + 


= Te) E-e atarett p 


© exp[ 246s | 81 8" Ва! аа) |® 
_2(—07[ФВ pom &s—1) +2 2а! 。 
= СЭ" PE | pI" © exp SAU +? | a) + ee 


2a 。。 2ata 
Zp -ie 


5—1 


205—1)" _ tata ү (m1)? 
a FT HD exp( ELEA) U По DIF 


4ata e 
[< 下 所 二 © (13. 38) 
其 中 :用 了 积分 公式 (13. 12) 再 比较 式 (13. 11),Җ (13. 38) 变 为 


2 一 Dr 2&ta \, 
еге Серт © (рр) 


4ata 
Llacon] 93:80 
这 是 一 个 新 的 算 符 公式 . BH 广义 经 典 - 量 子 对 应 式 (12. 10), 
a 2éata 4ata 
THO exp [ —Z era) le |a Geer O WBA MH 
函数 
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© ехр(—; [ier] 


= 2 daa, (arexp( 2) jute 5] 


(13. 40) 


利用 式 (13. 1), R3. 39) 524013. 40) ,可 以 得 到 
p(m,T) =t[o : Ela gan :] 


2G 一 Dre" [Фа 26а ү. 
- Лр к W.(a)exp[— 3-475) 


si A 
ы[тг=доё eta] (13.41) 


式 中 :W,(a) 一 2rtr[oA,(a)] 是 带 s BH Wigner MH. 式 (13. 41) 
就 是 一 个 带 s 参数 的 新 光子 计数 公式 ,一 旦 知道 了 密度 算 符 p 的 
Wigner 函数 ,就 可 以 用 这 个 公式 来 求解 . 
特殊 情况 , 当 s= 一 1 时 ,有 
W, (a) >W,- (a) = 2rtr[LoA,(a)] = 2rtrLo | а) la |] 
=2x(a | o| а), (13.42) 
那么 式 (13. 42) 变 为 


p(m,T) = 268 [аса lel ayexp(—§ а р). (15) 


а-ә" 1—& 1—& 
= |а lo] VTE E La |9). 


(13. 43) 
可 以 看 出 ,一 旦 密度 算 符 在 相干 态 | VI 一 人 ?下 的 平均 值 (V1 一 6 


pl V1i 一 fa)(Q 函数 ) 已 知 ,光子 计数 分 布 就 能 求 出 ,该 公式 正 是 
文献 [207] 中 式 (9). 


另 一 方面 , 当 s 一 0,A,(e) 变 成 通常 的 Wigner HAF A=} : exp 
[—2(а!—а` )(a 一 ac)] , J 


Ж, (а) > W.- (a) = 2ntrlpA(a)] = Wa), (13. 44) 
所 以 , 式 (13. 41) 成 为 


p(m,T) = Ee few carexp (SLE), (5 = р ) j 


(13. 45) 
这 与 密度 算 符 的 Wigner 函数 有 关 , 完 全 与 文献 [207] 中 式 (24) 是 
一 致 的 . 对 于 无 光子 计数 , 即 т=0,Җ (13. 41) 变 为 


p(T) = W, (a)exp[— 2s). 


(13. 46) 


ё— == 
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第 14 章 RAK AGEN IWSOP 技术 
及 其 应 用 


第 12 章 中 用 到 的 IWSOP 技术 是 针对 玻 色 算 符 的 . 而 费 米 系 
统 的 算 符 理论 对 于 固体 物理 ,量子 统计 的 发 展 也 都 十 分 重 
g0, 我 们 有 必要 将 IWSOP 技术 从 玻 色 系统 推广 到 费 米 系 
统 . 为 此 ,可 以 从 费 米 系统 中 带 s 参数 的 Wigner 算 符 出 发 ,给 出 
费 米 系统 的 IWSOP 技术 ,并 给 出 费 米 系统 密度 矩阵 的 * 编 序 展开 
公式 , 当 s=1,0,—1 时 ,就 变 为 相应 的 费 米 算 符 的 正规 乘积 、 
Weyl 编 序 以 及 反正 规 乘 积 形式 . 


14.1 费 米 系统 的 相干 态 与 IWOP 技术 


记 费 米子 产生 算 符 ft 和 肖 灭 算 符 f; ,它们 满足 费 米子 反对 易 
关系 
(ffi =0, (fir fl = š, (14.1) 
610), 是 费 米子 真空 态 , 它 满足 
fil0X=0, Д}|0,=]1),, fll ly = o, diz 
| 00 | 十 | DQ |= 1. 
利用 10); 和 |1); 的 矩阵 表示 


| 0); = G) 11, = (0) (14. 3) 
可 知 

人 He ғ = Ë Ë (14.4) 
归 一 化 的 费 米子 相干 态 为 ?9 
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| в) = exp( fla, — Efi) | 0), = exp( 一 二 ze 十 ji)1o0， 
ба; |=;<0 | exp(— Jea taf:), (14. 5) 
这 样 可 以 看 lw? 是 潭 灭 算 符 的 本 征 态 , 即 


fila) = [fs sexp(— aa + fte) Ji 0), = а |а). 


(14. 6) 
费 米子 相干 态 的 内 积 关系 


(B: | а) = exp(— 188, 一 Таа, +Ва,). (14.7) 


la) Е Fock 空间 中 的 展开 是 
| о) = (| 0) +| Daet, (14. 8) 
这 里 :a уа, 都 是 Grassmann 数 ,满足 反对 易 с 数 的 规则 与 Bere- 
zin 积分 规则 所 5 
a@=0, (asaj) =0, {a,f;}=0, {a,ff} = 0, 
fae. = [в = 0, Jasa, = faze. =1, (14.9) 
注意 Grassmann 数 与 费 米子 算 符 是 反对 易 的 ,字母 上 的 标记 “一 ” 


是 对 Grassmann 的 数 复 共 固 操作 . 经 常用 到 的 一 个 Berezin 积分 
BRAM 


Ш da; da;exp[— а,А ja; + йл}; + Ta, ] = detAexp[ 7, (A); 7; ] 


(14. 10) 
其 中 :4 是 一 个 nXn HR, 7.7; 也 是 Grassmann Ж. 
现在 我 们 概括 出 费 米 系统 ( 费 米 算 符 与 Grassmann 数 )IWOP 
SRO ,包括 正规 乘积 (以 : : 标记 ), 反 正规 乘积 (以 : : 标 
记 ), Weyl 编 序 (以 ; ;标记 ) 内 积分 技术 . 下 面 给 出 费 米 算 符 的 正 
规 乘积 具有 以 下 性 质 : 
(1) 在 正规 乘积 记号 : : 内 ,任何 两 个 费 米 算 符 是 反对 易 的 ， 
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即 它 们 具有 Grassmann 数 的 性 质 . 
(2) 费 米子 真空 投影 算 符 10)40| 的 正规 乘积 形式 是 
10)(0 |=: е^ ғ, (14. 11) 
事实 上 ,由 Pauli 原理 |0) 《0| 十 |1) (11 二 1 以 及 f=10)(1|,f1= 
11)《01, 可 见 
}o<o|=1—-] DG |=1—ftf =:eff i, (14.12) 
(3) 一 个 “Grassmann 数 - 费 米 算 符 对 ?(GFOP) ,如 а, fi. 5A 
一 个 GFOP, 如 afo Æ: : 内 对 易 , 即 
ta fia fs t=: ас еа fi *. (14. 13) 
(4) 可 以 对 : + 内 部 的 非 算 符 变量 积分 ,也 包括 对 Grass- 
mann 数 的 积分 . 
作为 费 米 系统 的 IWOP 技术 的 一 个 明显 的 应 用 ,可 以 证 明 费 
米子 相干 态 的 完备 性 


[azide | а;) <a; | = [даао, з ечен Л s 


=: eli Mi: 
=1, (14, 14) 
也 可 以 用 费 米 系统 的 IWOP 技术 导出 正规 乘积 算 符 展开 公式 
efits =: exp filet — Dy fj]. (14.15) 


证 明 如 下 ,用 expl ftA,f,)|0)=|0)#l Baker-Hausdorff 公式 ,有 
Miti fhea = fiers, 
Mati f,e fl = (eA), f. 
从 式 (14. 14) 与 式 (14. 5) ,得 到 
efst =|II da,da,efl;f; | ауа | 


(14. 16) 


={II da,da,efh f; е/ yt; ейл? | Oa | es, 


= [ Т[ dada, : енн, + 
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=: ехр её —L fj]? (14.17) 
这 个 公式 是 非常 有 用 的 . 


14.2 Hs 参数 的 费 米 系统 Wiger 算 符 与 量子 化 
规则 


首先 ,回顾 一 下 费 米子 Wigner 算 符 ,其 在 费 米子 相干 态 
表象 [28'219] 


Aaa) =+ [apap | a + ya — B | exp( fa — ой) 


=| eBapexplacft—a) —ACF—a)], (14, 18) 
式 中 :B,B 也 是 Grassmann 数 , 显 然 此 式 是 从 玻 色 系 统 的 Wigner 
算 符 的 相干 态 表 象 类 比 而 得 到 的 . 在 费 米子 Wigner 算 符 式 
(14. 18) 的 基础 上 ,引入 一 个 带 * 参数 的 Wigner 算 符 A,(z,a) ,其 
形式 如 下 5 : 
Altaa) = [eBasexp[ $E + ув — Bf — ap + Ва], i 

(14.19) 

利用 BakerHausdorff 公式 和 费 米 算 符 IWOP 技术 ,有 

A, (aa) = [авав : ехр[— 1 FPR + £18 —BF —aB + Ba |: 

1— 


+ exp[ Tf af 一 o]， (14, 20) 


也 可 以 得 到 更 明显 算 符 形式 
LS ft f ута Бау аа. (14.21) 
当 取 == —1 时 ,从 式 (14. 20) 看 出 
A= (aa) =: exp[— (ft—a@)(f—a)]:=| а) а |, 
(14. 22) 


A, (@,a) = 
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式 中 :|a) 正 是 费 米子 相干 态 式 (14. 5). 4 s=0 时 , 则 有 


у expl 2¢ft—a)(f—a)]#, (14.23) 


这 正 是 费 米子 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 C22o1. 
根据 式 (14. 21) 的 结果 ,A,(z,a) 在 费 米 子 Fock 空间 中 的 矩阵 
元 为 


As-o (@,@) 


(0 | A,Gz,a) | 0) aS 


— aa, 


(1 | А,(а,а) | D=- a, (14, 24) 


(0 | A,GG,a) | 1) =a, 

(1 | А„(а,а) | 0) =a, 
把 这 些 矩 阵 元 合并 为 一 个 矩阵 ,得 到 
一 到 a 

A, (&,a) = P (14. 25) 
а sitli 
2 

注意 到 А, (2,0) Xt A TER E #E , E A Л Grassmann Ж 
之 积 看 成 一 个 整体 表现 出 玻 色 性 ,而 它 的 非 对 角 元 只 出 现 一 个 
Grassmann 数 , 呈 费 米 性 ,所 以 式 (14. 25) 中 和 矩阵 称 为 超 和 矩阵 ， 人 
们 由 运算 的 自 洽 性 要 求 超 矩阵 的 求 迹 对 2 x 2 矩阵 而 言 是 两 个 对 
角 元 相 减 ,因此 


Str[A,(z,a)] = 1, (14, 26) 
这 里 Str 表示 对 超 矩 阵 求 迹 . 
另 一 方面 ,将 式 (14. 19) 中 的 指数 变 为 反正 规 乘积 形式 (记号 
; ; ), 即 
1 


,(a,a) = |448: exp[— 1,288 — Af + 718 ав Ba] : 


二 — (føt = t 
=== iexp[ r Df a) |i. (14.27) 


若 移 去 反正 规 记 号 : : , 则 式 (14. 27) 就 变 为 式 (14. 21). 4 s= 
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LAY, 
Ava (@,a) =— : exp[(ft—a)(f—a)]: 
=— 6(ft—a#da(f—a). (14, 28) 
根据 式 (14. 20) 并 利用 费 米 系统 TWOP 技术 对 下 式 进行 积 
分 ,有 


ass Ç __2 — ft 
faadaa, (а,а) = 5 fanda : exp( ар et 
2, — 2ft f 
rz i) 
=1, (14, 29) 


这 就 说 明 A,(z,a) 具 有 完备 性 . 因此 ,对 于 任 一 个 费 米 子 算 符 函数 
FSA) TAH A, (a, 0) HEAT RFF Вр 


ЎР = fandas, (aa) аа), (14, 30) 


AH: faa) 9 Э Grassmann 数 的 函数 ,这 就 是 所 定义 费 米 系 
统 含 s SRA RMF Xu. 根据 式 (14. 25) ,能 计算 出 
Str[LA_,(z,a)A,(B,B)] 


lEs 1-5 
А 2 aa а 7 BB B 
= Str 
asil —stl_ 
a 2 ба В. 2 ВВ 
= 8(8—а)8(Й—а). (14. 31) 


对 于 Y( Ai, 刀 的 厦 经 典 对 应 函数 为 
Str[A ,(z,a) 8Cft, Р] = [аарыга саада, BADIA 
=f(a,a), (14. 32) 
可 以 看 出 式 (14. 32) 正 是 式 (14. 30) 逆 运算 ,这 两 式 统称 为 费 米 系 
统 中 的 带 s 参数 的 量子 化 规则 . 由 于 s=0 时 , 式 (14. 32) 5 
(14. 30) 就 变 成 我 们 熟悉 的 费 米 子 算 符 与 Grassmann #06 #0) 
Wely 对 应 规则 , 即 
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Gt, P) = [дадад(а,а)(а,а), (14, 33) 


Str[A(z,a)G(ft, f)] = g(@,a). (14. 34) 
所 以 ,成 功 地 建立 了 费 米子 算 符 与 Grassmann 数 函 数 之 间 带 s 2 
数 的 一 一 厦 对 应 ,其 中 厦 Wely 对 应 规则 只 是 它 的 特殊 情况 . 


14.3 费 米 密度 矩阵 的 s 编 序 展开 公式 与 IWSOP 
技术 


为 导出 费 米 密度 矩阵 的 s 编 序 展开 公式 ,与 玻 色 的 情况 类 似 ， 
先 求 费 米 子 相干 态 密度 算 符 0, = |а) (а). 根据 式 (14. 32) 可 以 
得 到 

Str[A_,(8,8) | a> (a |] 


ба | Eš + exp[ 2—67 007—8]: 


зр ra pe 9]. (14, 35) 


这 就 是 |a) (а | fE Grassmann 数 空间 里 的 带 s SRABAMX M,C 
表示 一 种 新 分 布 . 对 这 种 s 参数 的 分 布 , 可 以 定义 la) (e | BJ) s #8 F 
形式 为 


| аа |= LES g exp- pha- aA] Я 


(14. 36) 

其 中 :用 8$ 8 来 表示 费 米 算 符 的 s 编 序 . 这 个 定义 能 够 把 我 们 所 

知道 的 |a) (a| 的 那些 编 序 形式 包含 在 内 . 例如 , 当 取 s=0,1,—1 

时 ,记号 8$ Š 分别 变 为 Weyl RF: ;、 正 规 乘积 : : 以 及 反正 规 
乘积 : :; , 即 

| а) <а | 


Í exp[ 2¢ft—a(f—@]} 


=: exp[— (a— ft)(a— f)]: 
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= :6(a— da— fl):, (14. 37) 
这 里 最 后 一 步 利 用 了 èla) =lime exp(—£). 
对 于 费 米子 已 表 示 被 定义 为 2 
pr = [dadaP (a) | a><a |. (14, 38) 
再 考虑 费 米 子 相 干 态 的 内 积 式 (14. 7), 可 得 
(а | pla’) = [ваар (a) expl— aa’ — аа + aa’ — a'a] 


=== [аадар (a) exp(— aa)exp(aa’ —a’a), 


(14, 39) 
把 上 式 看 作 传 里 叶 变换 , 则 其 逆 变 换 是 


P(a) = e [ara (— a’ | py | eyexp(za' 十 ze — ma), 


(14.40) 
将 式 (14. 40) 与 式 (14. 36) 代 人 式 (14. 38) 有 


Or 1 fee dal z i pr la’) 


§ exp[ 2С sma, а ++) $, 
(14.41) 
这 就 是 费 米 密度 矩阵 的 s 编 序 展开 公式 . 一 旦 知道 了 py 的 正规 乘 


积 形 式 , 就 能 转化 为 s 编 序 的 表达 式 ， lM, 34 s= —1 时 , 式 
(14, 41) 就 变 为 


p= [агаа с a lela’) texplaa’— fta’ Бау + ft fJ: , 
(14, 42) 
这 正 是 将 正规 乘积 费 米 算 符 转化 为 反正 规 乘 积 的 公式 53 . 
接 下 来 ,基于 上 面 的 讨论 ,对 于 费 米 系统 我 们 也 引入 IWSOP 
技术 来 解决 ket-bra 型 Berezin 积分 问题 20 ,其 性 质 如 下 : 
(1) 任意 两 个 费 米子 算 符 在 s 编 序 记号 S S 内 反对 易 ,也 就 
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是 像 Grassmann 数 一 样 交换 , 即 8 fFt§ = $ —ft f Š. 

(2) “Grassmann 数 - 费 米 算 符 (GFOP)” 在 § § 内 部 是 对 
易 的 . 

(3) # Š 8$ 内 ,由 于 所 有 的 GFOP 对 易 , 所 以 可 以 看 作 是 c 
常数 进行 积分 与 微分 运算 . 

(4) 费 米 真空 投影 算 符 |10，; 《0| 的 :， 编 序 形式 为 (从 式 
(14. 36),4 а=0 可 得 ) 


| o)(0 |= LES § exp(— 2-71) 8. (14. 43) 


(5) 34s=1,0,—1BF, $ $ 分 别 变 为 正规 乘积 : Weyl 编 
序 : ;以 及 反正 规 乘积 ; : . 根据 该 性 质 , 从 式 (14. 43) ,得 到 


100 |= + { exp(—2sts) 1, 


| 0><0 |=: exp(— ft f) +, (14, 44) 


[OO |= APAN i = fft. 
14.4 有 关 费 米 算 符 的 s 编 序 展开 式 


作为 式 (14. 41) 的 应 用 ,导出 ex 的 * 编 序 展开 式 . 利用 式 
(14. 41) 和 式 (14.15) 以 及 IWSOP 技术 并 积分 ,就 有 


e's =1 |da da’expL (1 = ей) (@'а') Je" o 
—2 за" ра! + 
§ exp{ >= sa’a’— fta' ta f + f As 
е = ѕе 1+5 2(е^ — 1) А 
=i! рау fis, 
(14. 45) 
WFR (14. 45) 的 特殊 情况 ,有 


287 


ex texpl(i—e“) ftf]: s=—1 


etr = :exp 人 <t r)! s=0 . (14.46) 
: ехр[ (е! —1) ft f]: s=1 
从 式 (14.46) , 便 知 道 e" Я Weyl 经 典 对 应 为 
etr > lep (26 a). (14.47) 
下 面 导 出 el enn BJ s 编 序 展开 式 , 为 此 将 式 (14. 41) 推 广 
到 两 模 情况 : 
2 а 
e= (t>) авас ah — af | аай + 
2 2 
Sexp[ 5) ай pelt ais. + ff] 8, 
sm 


(14. 48) 
当 о,=ехр(А flfl)exp(o f, fr) it ARH IWSOP 技术 并 积分 ,有 
exp(A fl fl)exp(of, fr) 


(= 


= ) fax, dasari да (— a ‚—а;| ейл л» | а ya2》。 


2 
Š а D а fern f + ЛУО 8 
一 PR 2 
= 3 dat da $ ехр[® од + 205 — ads РР Re 


201—5) 
л} 


a (Tf a (f= = 


ехр(ү— л + Asif) 8 
一 4 一 叹 А, е 
4 


š Aof fr zaf +A s) fift 2A — 5) /1% 
SR [ — oA + 20Аѕ 一 CMS |$ 


(14, 49) 
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对 于 :一 一 1,0,1 的 特殊 情况 , 式 (14. 49) 就 变 为 
exp(a ff Рі )ехр(оў, fr) 
с fe SAL ft af fl ГАРЫ) : 
1 一 叹 


(1—04) : exp( 


s=—1 
= — { exp (EAAS Lak fl галл). 
s=0 
: explofi fa + flfl) + s=1 
(14, 50) 


最 后 一 个 例子 ,在 文献 [221] 给 出 的 费 米 双 模压 缩 算 符 
Ulr,7) 


=- r exp (= ff ft): ехр[ CALA лл (Z2—1)]- 
(лл) 

= (ЛЛ) етл лл (2) 
(лл), 


(14. 51) 
Ж: 151215121. 将 上 式 代 入 到 式 (14. 48) ,积分 可 得 


u, =— H= tt AD faw, dal 


(зт* +s+r° 1) | |26015) , 
фехр[ ач ++ зу "= 


到 (元 mir fitri) 
(= 222 ah rn) [| 1л + 


289 


2 4r" 
Is /fr $546 — ^A ]š 


2зт*` — 2 +2 十 sr + r° —2=+sr+r. 
4 


Š ex [ 4r 
Pl Qn —24 28 +o frie Ўст 


25445 - 25° 4-21" —2r 
Ie ro APE LE Pep A + Af) + 


4r* 
2зт" —2-+25-+зт' + r° pr ’ 


АЛ 


(14. 52) 
它 的 特殊 情况 : 当 * 一 一 1 时 ， 
U(r,t) 
=- i e| лл (1+2) сл T fifo +A |+, 
(14. 53) 
34 s=0 时， 
U(r,t) — Н [zr ft f! + 
2 


= sth + fifo — if], 
(14, 54) 
4 s=1 时 ， 
Обо) =— r exp( fl f1): ерл + fifo) (=- 1)]: 
exp( Sis ) , 
(14. 55) 
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结 语 


尽管 物理 学 是 实验 科学 ,但 它 的 发 展 (甚至 于 是 关键 性 的 革命 
性 的 进展 ) 离 不 开 理论 学 家 的 先进 思维 和 数学 推导 ,现在 物理 学 已 
经 演变 为 一 门 高 度数 学 化 了 的 学 科 , 在 某 些 阶段 (甚至 于 在 很 多 场 
合 下 ) ,理论 的 数学 结论 走 在 了 实验 证 实 的 前 面 . 正如 爱 因 斯 坦 的 
好 朋友 ,物理 学 家 M. V. 劳 厄 曾 说 过 ,数学 终于 成 为 物理 学 家 的 
思想 工具 , 叭 有 它 才能 以 最 终 的 、 精 确 的 和 便于 讲授 的 形式 表达 自 
然 规 律 , 唯 有 它 才 可 以 应 用 于 错综复杂 的 过 程 中 . 物理 学 提出 的 
问题 不 止 一 次 地 直接 推动 了 数学 的 发 展 . ” 

物理 理论 的 简单 性 体现 于 基本 定律 的 数学 形式 的 简洁 和 优 
美 ,这 种 简洁 往往 在 数学 发 展 到 一 定 程度 才 显 现 出 来 ,是 很 高 的 艺 
术 境 界 . 物理 学 家 的 思维 习惯 和 方式 与 数学 家 的 不 同 , 因 此 物理 
学 家 有 时 候 不 得 不 自己 发 明 新 的 数学 ,以 简化 繁琐 的 数学 方法 . 
这 就 是 为 什么 物理 理论 的 发 展 交织 在 由 简 至 繁 . 再 由 繁 至 简 的 演 
进 中 . 

本 书 中 介绍 的 Dirac 符号 法 进 阶 的 理论 核心 是 有 序 算 符 内 的 
积分 方法 , 它 是 物理 学 工作 者 自己 琢磨 出 来 的 数学 . 该 理论 发 展 
和 丰富 了 Dirac 符号 法 , 它 是 有 效 和 简明 的 ,在 求解 问题 和 形成 观 
点 的 过 程 中 有 自身 逐步 展开 的 能 力 ,使 读者 能 在 更 高 的 层次 上 欣 
赏 量子 力学 的 进展 ,可 谓 “ 欲 穷 千 里 目 ,更 上 一 层 楼 . "RAMEY 
说 ,“ 数 学 比 其 他 科学 受到 更 高 的 尊崇 ,其 理由 之 一 是 数学 的 规律 
是 绝对 肯定 而 无 可 争辩 的 ,而 其 他 科学 的 规律 在 某 种 程度 上 都 是 
可 以 争论 的 ,而 且 经 常 存在 着 被 发 现 的 事实 推翻 的 危险 . ”因此 ， 
我 们 认为 ,有 序 算 符 内 的 积分 方法 的 正确 性 和 可 适用 性 从 一 个 新 
的 角度 暗示 了 我 们 现在 的 量子 力学 是 严密 的 科学 . 另 一 方面 ,有 
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序 算 符 内 的 积分 方法 也 在 阐述 量子 物理 规律 的 简单 性 中 起 到 了 独 
特 的 作用 ,然而 ,简洁 的 物理 公式 有 时 比 人 还 聪明 ,难怪 爱 因 斯 坦 
说 :“…… 我 却 永远 不 会 说 我 真正 懂得 了 自然 规律 的 简单 性 所 包含 
的 意思 . ” 
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